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第 3 版 前 音 


本 书 第 2 版 自 出 版 以 来 ,被 不 少 工 科 院 校 研 究 生 用 作 教 材 ,使 用 中 发 现 了 一 些 错误 和 
不 妥 ,在 重印 中 我 们 曾 作 了 一 些 勘误 . 这 次 修订 除了 改正 一 些 已 发 现 的 不 妥 和 错误 外 ,对 
非 线 性 问题 的 内 容 作 了 删 减 和 调整 .第 3 章 增 加 了 第 7 节 , 其 内 容 部 分 取 目 原版 第 6 曹 
的 第 1 一 2 节 , 第 4 章 增 加 了 3.7 节 以 及 第 6 节 , 其 内 容 部 分 取 自 原版 第 6 章 第 6 节 . 原版 
第 6 草 除 上 述 已 保留 外 全 部 删除 . 此 外 ,还 删 去 了 介绍 混合 有 限 元 方法 的 内 容 . 

此 次 再 版 是 在 清华 大 学 出 版 社 刘 矣 博士 提议 .推动 和 文 持 下 完成 的 . 我 们 深 表 感谢 . 


2016 年 6 月 


第 2 版 前 襄 


本 书 初 版 至今 已 有 十 多 年 了 ,其 间 老 师 和 同学 指出 了 书 中 的 一 些 不 笋 并 提出 修改 意 
见 ,在 这 次 修改 中 我 们 做 了 认真 的 研究 和 改进 .有 关 仿 微分 方程 初步 筑 识 以 及 有 关 数 学 知 
识 专 列 一 章 , 非 线性 问题 的 差分 方法 也 集中 于 一 草 . 这 样本 书 的 基本 内 容 为 第 1 草 人 至 第 5 
草 以 及 第 7 革 和 第 8 草 .第 6 章 和 第 9 章 分 别 为 非 线 性 问题 的 差分 方法 以 及 一 些 与 有 限 
元 相关 的 课题 ,如 特征 值 问 题 的 有 限 元 方法 .边界 元 方法 、 多 重 网 格 方法 等 ,这 两 草 内 容 可 
选 学 .在 这 次 修改 中 ,第 2 章 至 第 6 草 由 陆 金 青 修改 ,其 余 均 由 关 治 修改 . 


2003 年 2 月 


第 1 版 前 音 


偏 微 分 方程 的 数值 解法 在 数值 分 析 中 占有 重要 的 地 位 ,很 多 科学 技术 问题 的 数值 计 
算 包 括 了 偏 微 分 方程 的 数值 解 问题 . 近 三 十 多 年 来 , 它 的 理论 和 方法 都 有 了 很 大 的 发 展 ， 
而 且 在 各 个 科学 技术 的 领域 中 应 用 也 愈 来 愈 广 泛 . 在 我 国 , 偶 微分 方程 数值 解法 作为 一 门 
课程 ,不 但 在 计算 数学 专业 ,而 且 也 在 其 他 理工 科 专 业 的 研究 生 和 大 学 生 中 开设 . 这 本 书 
的 目的 就 是 为 大 学 课程 提供 一 本 教材 ,同时 也 为 从 事 这 方面 工作 的 科研 .工程 技术 人 员 提 
供 一 本 参考 书 . 

本 书 看 重 介 绍 当 今 流 行 的 依 微 分 方程 数值 解 的 两 类 主要 方法 , 即 有 限 差分 方法 和 有 
限 元 方法 . 目前 ,这 两 类 方法 在 应 用 上 有 不 同 的 侧重 ,所 以 本 书 在 选材 上 也 有 差别 .有 限 差 
分 方法 主要 集中 在 依赖 于 时 间 的 问题 ( 双 曲 型 和 抛物 型 方程 ) ,而 有 限 元 方法 则 侧重 于 征 
态 问 题 (椭圆 型 方程 ) ,至 于 用 这 两 类 方法 离散 化 后 得 到 的 代数 方程 组 的 数值 解法 ,虽然 是 
十 分 重要 和 引起 人 们 浓厚 兴趣 的 问题 ,但 是 为 了 不 使 本 书 篇 幅 过 长 ,我们 没有 讨论 它 , 好 
在 一 般 数 值 分 析 教 科 书 和 有 关 专 著 中 ,对 一 些 基 本 的 数值 代数 方法 都 有 所 介绍 . 

本 书 讨论 的 两 类 方法 ,都 以 基本 概念 和 基本 方法 为 主 , 同 时 也 介绍 了 一 些 近 年 发 展 起 
来 的 方法 和 技 马 .我 们 布 望 本 书 能 够 帮助 谈 者 确切 地 理解 基本 概念 , 擎 握 和 正确 使 用 基本 
方法 . 书 中 对 模型 问题 作 了 详细 的 分 析 ,而 对 较为 复杂 的 问题 只 作 近 似 的 分 析 或 简单 的 介 
绍 .本 书 没 有 采用 高 诛 的 数学 工具 ,因此 学 过 微 积 分 和 线性 代数 ,而 且 具 有 数值 分 析 和 数 
学 物理 方程 初步 基础 的 理工 科学 生 和 工程 拉 术 人 员 均 可 阅 旋 . 对 专门 从 事 计 算数 学 的 学 
生 和 研究 人 员 来 说 ,本 书 只 是 给 出 偶 微 分 方程 数值 解 的 一 些 最 基础 的 知识 和 方法 . 

本 书 的 前 4 章 是 关于 有 限 差 分 方法 的 ,其 中 第 1 草 集 中 讨论 了 有 限 差 分 法 的 基本 概 
念 ,我 们 认为 弄 清 楚 这 些 基 本 概念 再 具体 讨论 各 种 差分 格式 ,将 会 有 较 大 的 好 处 . 第 2、3、 
4 董 分 别 讨论 双 曲 型 .抛物 型 和 椭圆 型 方程 的 差分 解法 . 如 上 所 说 ,对 椭圆 型 方程 的 讨论 
是 较为 简单 的 .第 5 章 叙 述 了 基本 的 变 分 原理 ,为 下 一 章 打 下 基础 .第 6 章 讨论 了 椭圆 型 
方程 的 有 限 元 方法 .为 了 阐述 基本 的 概念 和 方法 ,这 两 草 我 们 都 从 一 维 问 题 开 始 讨 论 . 本 
书 最 后 一 章 简 单 介 绍 了 一 些 以 上 各 章 未 涉及 的 问题 . 其 中 前 4 节 是 有 限 元 方法 进一步 的 
应 用 .第 5 节 利 用 变 分 原理 列 出 差分 方程 .最 后 两 节 则 不 是 专属 于 有 限 差 分 方法 和 有 限 元 
方法 的 . 其 一 是 目前 在 很 多 工程 技术 问题 应 用 的 边界 元 方法 . 其 二 是 多 网 格 方法 ,这 是 近 
年 来 十 分 活跃 的 课题 .我 们 特别 请 顾 丽 珍 同 志 执 笔 写 了 这 一 市 . 

本 书 的 初稿 是 为 清华 大 学 理工 科 各 专业 研究 生 和 应 用 数学 专业 大 学 生 开 设 的 偏 微 分 
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方程 数值 解 课程 的 讲义 ,经 过 在 教学 中 试用 、 修 改 而 成 书 . 本 书 得 到 衣 显 承 同 志 的 认真 审 
阅 . 顾 丽 珍 同 志 两 次 使 用 我 们 的 讲义 ,十分 详细 地 提出 了 改进 意见 ,又 认真 看 了 修改 后 的 
书稿 ,改正 了 一 些 芷 漏 之 处 ,并 为 本 书 补充 了 多 重 网 格 方法 的 一 闻 . 此 外 ,从 编写 讲义 到 成 
书 的 整个 过 程 中 ,我 们 部 得 到 李 庆 扬 同 志 的 热情 玛 励 和 文 持 . 对 他 们 的 帮助 ,我 们 深 表 感 
谢 . 同时 也 希望 读 痢 指出 本 书 的 错误 和 不 足 ,使 我 们 的 工作 得 到 改进 . 


陆 金 和 证 关 治 
1985 年 4 月 于 清华 园 
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1 5| 论 


在 科学 和 技术 的 发 展 过 程 中 ,科学 的 理论 和 科学 的 实验 一 直 是 两 种 重要 的 科学 方法 
和 手段 . 虽然 这 两 种 科学 方法 都 有 十 分 重要 的 作用 ,但 是 一 些 研 究 对 象 往往 由 于 它们 的 特 
殊 性 (例如 太 大 或 者 太 小 , 太 快 或 者 太 慢 等 ) 不 能 精确 地 用 理论 描述 或 者 用 实验 手段 来 实 
现 . 自从 计算 机 出 现 和 发 展 以 来 ,情况 就 大 大 不 同 了 ,人 们 可 以 用 计算 机 计算 那些 过 去 根 
本 不 能 求解 的 科学 技术 问题 ,模拟 那些 不 容易 观察 到 的 现象 ,得 到 实际 应 用 所 需要 的 数值 
结果 ,揭示 各 种 现象 的 规律 和 基本 性 质 . 所 以 ,现在 普遍 认为 科学 计算 已 经 和 两 种 传统 的 
科学 方法 一 一 理论 和 实验 相 并 列 , 成 为 第 三 种 科学 方法 . 

科学 计算 在 各 门 自然 科学 (物理 学 ,气象 学 、 地 质 学 和 生命 科学 等 ) 和 技术 科学 与 工程 
科学 ( 核 技 术 、 石 油 勘 探 、 航 空 与 航天 和 大 型 土木 工程 等 ) 中 起 着 越 来 越 大 的 作用 ,在 很 多 
重要 领域 中 成 为 不 可 缺少 的 工具 . 而 科学 与 工程 计算 中 最 重要 的 内 容 就 是 求解 在 科学 研 
守 和 工程 搁 术 中 出 现 的 各 种 各 样 的 仿 微 分 方程 或 方程 组 . 

例如 ,核武 疮 的 研制 要 有 理论 设计 和 核 试验 . 但 核反应 和 核 爆 炸 的 过 程 是 在 高 温 高 压 
的 条 件 下 进行 的 ,而 且 巨 大 的 能 量 在 极 短 的 时 间 内 释放 出 来 , 核 交 置 内 部 的 细致 反应 过 程 
及 各 个 物理 量 的 变化 是 根本 不 能 用 仪器 测量 出 来 的 , 核 试验 只 是 提供 综合 的 数据 . 而 描述 
核反应 和 爆炸 物理 过 程 的 数学 模型 是 一 个 很 复杂 的 非 线性 偏 微分 方程 组 ,也 根本 没有 办 
法 得 到 这 个 方程 组 理论 上 的 精确 解 .所 以 发 展 核武 器 的 国家 都 在 计算 机 上 对 核反应 过 程 
进行 数值 模拟 ,这 也 称 为 “数值 核 试验 ”, 它 可 以 大 大 减少 核 试验 的 次 数 , 节 约 大 量 的 经 费 ， 
缩短 研制 的 周期 . 历史 上 各 时 期 各 国 最 先进 的 计算 机 总 是 装备 在 核 研究 部 门 ,我 国 也 不 例 
外 ,有 资料 表明 ,从 开始 人 研制 直至 达到 与 美 、 办 基本 相 抗 衡 的 水 平时 ,我 国 当 时 只 进行 了 
338 次 核 试验 ,而 美 、 办 则 分 别 进行 了 936 次 和 716 次 ,这 是 我 国 研 制 人 员 更 多 地 利用 数 
值 模拟 手段 所 取得 的 成 果 . 下 

过 去 ,在 飞行 器 的 设计 过 程 中 要 做 大 量 的 风 洞 实验 . 实验 设备 的 建设 费用 和 每 次 实验 的 
花费 是 十 分 昂 贯 的 .但 是 人 们 现在 可 以 在 计算 机 上 进行 数值 模拟 ,也 就 是 数值 求解 有 关 空 气 
动力 学 的 俩 微分 方程 组 . 20 世 纪 90 年 代 初 期 , 某 公 司 研 制 出 当时 运算 速度 最 快 的 计算 机 就 
称 为 “数值 风 洞 ”, 用 于 航天 飞机 返回 时 的 计算 . 进行 这 类 数值 实验 有 周期 短 、 费用 低 及 容 多 
改变 参数 进行 重复 计算 的 特点 .有 资料 说 明 ,数值 模拟 已 经 使 新 型 号 飞机 设计 过 程 减少 了 
分 之 一 以 上 的 风 洞 实验 . 
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科学 计算 在 战争 决 琐 上 应 用 的 一 个 例子 党 第 被 人 称 近 . 那 吓 海湾 战争 期 间 , 茶 大 国 决 
策 者 要 介入 战争 ,但 又 担心 一 旦 该 地 区 的 数 百 口 油 井 被 人 点 燃 , 是 否 会 引起 一 场 巨 大 的 灾 
难 , 使 全 球 气候 剧烈 变化 ,造成 生态 系统 和 经 济 系统 的 巨大 损失 . 科学 家 们 设计 了 一 个 和 
Navier-Stokes 方程 组 有 关 的 计算 模型 ,用 计算 机 进行 了 一 系列 的 模拟 试验 ,得 出 的 结论 
认为 灾难 是 局 部 性 的 ,不 会 对 全 球 产 生 严重 后 果 , 这 促使 决策 者 下 决心 介入 战争 ,到 后 来 
油井 果然 被 点 燃 ,事实 也 证 明了 的 确 没 有 造成 全 球 性 的 灾难 . 

还 可 以 举 出 如 数值 天 气 预报 ` 大 型 水 坝 应 力 分 析 等 许多 例子 ,说 明 数 值 求 解 侦 微分 方 
程 在 各 门 科 学 和 工程 中 的 应 用 . 解 俩 微分 方程 已 经 成 为 科学 与 工程 计算 的 核心 内 容 , 包 括 
一 些 大 型 的 计算 和 很 多 已 经 成 为 常规 的 计算 .为 什么 它 在 当代 能 发 挥 这 样 大 的 作用 呢 ? 
第 一 是 计算 机 本 号 有 了 很 大 的 发 展 ; 第 二 是 数值 求解 方程 的 计算 方法 也 有 了 很 大 的 发 
展 ,这 两 者 对 人 们 计算 能 力 的 发 展 痢 是 十 分 重要 的 . 科学 家 指出 ,人 类 的 计算 能 力 正比 于 
计算 工具 的 效率 与 计算 方法 效率 的 来 积 . 举例 说 ,从 20 世纪 50 年 代 初 期 (计算 机 刚 出 现 
不 久 ) 到 90 年 代 中 期 ,计算 机 的 运算 速度 大 约 提 高 了 一 亿 们 (从 每 秒 几 和 干 次 到 几 千 亿 次 )， 
而 在 同一 个 时 期 ,求解 科学 与 工程 中 大 量 出 现 的 椭圆 型 偏 微 分 方程 的 算法 的 速度 却 提高 
本 一 万 亿 售 ,从 这 里 可 以 看 到 有 效 的 数值 计算 方法 的 重要 意义 . 


2 关于 偏 微 分 方程 的 一 些 基本 概念 
2.1 几 个 典型 方程 
含有 未 知 图 数 kziyz zi) 的 俩 导数 的 方程 称 为 俩 微分 方程 .这 里 # 是 2 十 1 个 
和 目 变 量 的 困 数 .在 很 多 应 用 问题 中 ,专门 用 上 表示 时 间 变 量 ,zi,zz,… ,Xs 表示 空间 变量 . 
记 x 王 (ziyzz 和 wz)ER, 当 7 一 2,3 时 ,也 浓 记 xx=(ry) 和 xY= 王 (zyyz). 下面 举 几 个 管 


见 的 偏 微 分 方程 的 例子 ,其 中 过 到 方程 和 未 知 消 数 不 止 一 个 时 ,出 现 的 是 偏 微分 方程 组 ， 
用 到 的 Laplace 算 子 是 


0: a: 9* 
站 a Ta 
记 
吕 品 9 
V — 2] te Be 天 十 e， CE 


其 中 eiG=1,2, ,20) 是 民 中 坐标 轴 上 正身 的 单位 回 量 ,我 们 有 A=Y。V. 
例 2.1(Laplace 方程 ) 
Au 一 0， 
其 中 二 u(x) 称 为 调和 函数 .在 力学 、 电 学 常常 遇 到 的 势 函 数 满足 这 个 方程 . 
例 2. 2(Cauchy-Riemann 方程 组 ) 在 n= 二 2 时 ,对 于 调和 函数 u(x,y) ,存在 共 轼 调和 
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靖 数 v(z,y) ,它们 满足 方程 组 


方程 组 的 解 (w,v) 给 出 了 一 个 复 日 变量 zx 二 x 十 iy 的 解析 图 数 
fz) = u(r vl(rs yy). 
(u(zX,y) ,一 Cr y)) 可 以 解释 为 流体 力学 中 一 个 无 旋 不 可 压缩 流 的 速度 场 . 
例 2.3(Poisson 方程 ) 
— Au = 三 xz)， 
其 中 二 w(x) ,而 f(x) 是 给 定 的 函数 . 这 类 方程 的 更 一 般 形式 是 


Ea Cw) 半 + 3 (ka 守 ]+ 2k 这 |] 一 Fe， 
其 中 及 Co) 二 0. 如 果 (x) 二 … 二 上 k,(x) 二 k(x), 也 可 写成 
— YY. (E(x) Va) = F(x), 
当 k(x) 为 弟 数 时 ,就 化 为 Poisson 方程 . 
例 2. 4( 波 动 方程 ) 


dy , 
7 = a’:Au + F(x,1), 


其 中 二 w(x, 四 ,而 下 (x, 四 给 定 .在 一 些 声学 、 光 学 和 力学 的 波动 问题 中 党 第 出 现 这 类 方 
程 . 当 n 二 2 时 ,可 以 解释 为 膜 的 振动 方程 ,满足 方程 的 u(xz,y, 四 是 位 移 冰 数 . 当 2 一 1 时 ， 
方程 可 看 成 弦 振 动 方程 , 即 


di 2 口 2 7 nr 
了 2 一 a 了 2 t Fx,t), 


或 者 是 声波 一 维 传播 方程 ,其 中 u 二 u(x ,1). 
例 2.S( 扩 散 方程 、 传 热 方程 ) 
2 一 3 (# 过半 … + (s 这 闭 FCx,D)， 
其 中 ,4 二 u(x, 四 ) 是 扩散 过 程 中 某 种 物质 的 浓度 ,或 是 固体 的 传 热 过 程 中 在 x 处.t 时 刻 的 
温度 . 系数 &; 二 k(x) 记 0 (i 二 1,…,n) 称 为 扩散 系数 或 热传导 系数 , 当 二 ,二 … 二 ,二 
aa 一 0) 时 ,方程 为 


也 ps 
1 一 1 时 得 到 一 维 扩散 ( 传 热 ) 方 程 ,w= 二 u(xz;?) 满 足 
: 


dd? 1 a . 
村 — 5 一 F (Tot). 
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在 例 2.4 或 例 2.5 中 ,如 果 下 二 F(x) ,uw 与 时 间 t 无 关 , 则 方程 化 为 例 2. 3 方程 的 形 
式 . 与 时 间 无 关 的 情形 称 为 定常 情形 . 

方程 中 出 现 的 偏 导数 的 最 高 阶 , 称 为 方程 的 阶 . 以 上 例 2.2 是 一 阶 方程 组 ,其 他 的 几 
个 例子 都 是 二 

例 2.6( 对 流 扩散 方程 〉 在 7 一 2 的 情形 ， 
2 十 a i 一 kAu|F 


为 平面 上 的 对 流 扩 散 方 程 ,其 中 以 二 u(x,y,t) 表 示 流 场 中 某 种 物质 的 浓度 .a tb 7y 称 


对 流 项 ,其 中 (a,5) 是 流速 .kAwu 为 扩散 项 ,k 是 扩散 系数 ,k 记 0. 
例 2.7( 对 流 方 程 ) 如 果 例 2. 6 中 没有 扩散 项 (二 0) ,方程 为 对 流 方程 .nn 二 1 的 对 流 
方程 是 


了 二 a Hy 
其 中 二 u(xz,?),F==F(z ,2). 
例 2. 8( 重 调和 方程 ) 
MA’w 一 0， 
其 中 以 二 u(x). 在 nn 二 2 时 ,wu 二 u(x,y), 有 是 
I > 
A* — 人 yx +2 en 


重 调和 方程 在 流体 力学 和 弹性 力学 中 都 有 重要 的 应 用 已 是 一 个 4 阶 的 方程 ,也 称 双 调和 
方程 . 

以 上 的 例子 中 ,方程 对 未 知 函 数 ,wv 及 其 各 阶 导数 都 是 线性 的 . 对 于 实际 的 问题 ,更 
多 的 是 非 线性 的 方程 ,下 面 再 给 出 例子 . 

例 2.9( 二 维 定常 .绝热 .无 旋 及 等 炉 流 ) 速度 势 $ 一 $(x,y) 满 足 方程 

(1 一 c 一 4)g 一 2c $$ybo (oc $$, = 0, 
其 中 (4, ,$,) 是 速度 向 量 , 其 模 g 二 VY& 十 开 ,c 是 g 的 函数 .例如 ,对 某 种 满足 状态 方程 
p=Ap 

的 气体 ,有 


其 中 po 是 密度 ,p 是 压力 . 
例 2. 10(Navier-Stokes 方程 组 ) ”描述 三 维 不 可 压缩 流动 的 方程 组 
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一 一 HH 一 -一 -一 -一 -一 AP ， 1 二 ] 2,3 
元 2 ‘Ir pp az 

0， 
k=1 “~ 


其 中 ,uw 二 (Gu ,zs ,us) 为 速度 ,p 为 压力 ,wo 为 密度 ,都 与 x,t 有 关 , 为 黏 清 系数 . 
2.2 十 解 问题 

对 于 一 个 阶 第 微分 方程 ,第 第 可 以 将 其 解 写 成 依赖 于 nn 个 任意 常数 的 通 解 形式 .但 
是 对 于 偏 微分 方程 ,情况 就 要 复杂 得 多 ,一 般 很 难 用 通 解 的 形式 表示 . 我 们 都 是 在 一 些 特 
定 条 件 下 求 方程 的 解 .这样 的 条 件 称 为 定 解 条 件 . 如 果 在 R" 的 某 个 区 域 2 内 求解 方程 , 即 
要 求 xEQ 时 ,wu 二 u(x, 四 满足 方程 ,一 般 在 Q 的 边界 2 上 给 出 x 的 条 件 , 称 之 为 边界 条 
件 . 在 含 时 间 变 量 1 的 问题 中 ,在 超 平面 1==t 给 出 的 条 件 称 为 初始 条 件 . 除了 边界 条 件 和 初 
始 条 件 外 ,有 时 还 会 出 现 其 他 的 定 解 条 件 . 给 出 了 方程 和 是 解 条 件 ,就 构成 了 一 个 定 解 问 题 . 

例如 ,Poisson 方程 的 一 种 定 解 问题 是 边 值 问题 

| Ax = f(x)s ¥EL, 


[lu = g(x), X Eodn. 
又 例如 ,一 维 扩 散 方 程 在 xzE1L0,Lj,t 三 0 的 一 种 定 解 问题 是 初 边 值 问 题 
du a es, TE (0,L),t > 0,， 
dt Az’ 


J 
u | -0 = g(x), 二 在 人 
其 中 a 盖 0,zx 一 xzt). 

如 琳 一 个 俩 微分 方程 定 解 问 题 在 某 个 图 数 集合 中 存在 惟一 的 解 , 而 且 在 定 解 条 件 的 
原始 资料 (或 日 由 项 下 ) 有 微小 变化 时 ,在 某 种 意义 下 解 也 仅 有 微小 的 变化 ,我 们 说 解 关 于 
定 解 条 件 ( 或 日 由 项 下) 是 稳定 的 . 如 末 一 个 定 解 问题 解 的 存在 性 ,惟一 性 和 稳定 性 改 成 
立 , 束 称 定 解 问题 是 适 定 的 . 本 书 所 讨论 的 定 解 问题 部 是 适 定 的 .但 是 也 有 很 多 实际 的 不 
适 定 问题 需要 讨论 和 求解 ,它们 在 物理 学 、 地 质 学 和 石油 科学 等 很 多 领域 有 重要 的 作用 . 


2.3 ”二 阶 方程 
设 wu 一 wm ,zsz), 其 中 心 可 以 是 时 间 变量 1. 二 阶 拟 线性 方程 指 
pe et > i 3 (2. 1) 


z a 9. i b 
其 中 i 上 生性 和 i 可 以 与 ons" sn 有 天, 也 可 以 与 于 和 5 有关. 不 妨 假设 Ui Ui so 
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样 窍 阵 A 三 La; | 是 一 个 nxXn 的 对 称 阵 . 如 果 在 点 (zi ,Xs，… ,Xx,),A 是 正定 或 是 负 定 的 
(其 特征 值 全 同 号 ) ,方程 (2. 1) 称 为 椭圆 型 方程 . 如 果 A 的 特征 值 至 少 有 一 个 为 零 , 方 程 
(2. 1) 称 为 抛物 型 方程 . 如 琳 4 的 特征 值 宵 非 零 且 有 一 1 个 同 号 时 ,方程 (2. 1) 称 为 双 曲 
型 方程 ,其 他 一 些 情形 也 称 超 双 曲 型 的 . 

如 果 在 康 的 某 个 区 域 2 内 ,对 每 点 (zi ,zs，…,z,) ,方程 (2.1) 都 是 某 种 类 型 的 ,就 称 方程 在 
2 是 该 类 型 的 . 如 果 方 程 在 Q 的 不 同 的 子 区 域 属 不 同 的 类 型 ,方程 就 称 在 2 是 混合 型 的 . 

以 下 着 重 讨论 两 个 日 变量 的 二 阶 方 程 . 设 妈 = 二 w(x;y), 其 中 vw 可 以 是 时 间 变 量 1, 记 


p= 新， ee 写成 


设 a,b,c 和 下 均 为 自 ey je i 所 谓 拟 线性 
方程 是 指 方程 对 最 高 阶 项 是 线性 的 . 
如 果 方 程 (2.2) 中 ,a,b,c 与 p dy 日 
一 dzy) Pe 二 ezyy) 了 yt r(x yu s(x y), (2.3) 


则 方程 (2. 2) 就 是 线性 方程 . 
方程 (2.2) 中 的 系数 aoc, 如 果 对 于 固定 的 (zy,yyz) 有 ac 一 5 放 0, 方 程 就 是 椭圆 型 
的 ; 如 果 ac 一 下 过 0 ,方程 是 双 曲 型 的 ; 如 果 ac 一 天 二 0, 则 为 抛物 型 的 . 
平面 上 的 出 线 人 人。 
pa (5) 
aLg2(s)] — 2692 (Cs)91(s) 十 cLeoli(Cs)] 一 0， (2. 4) 
则 此 曲线 称 为 方程 (2.2) 的 特征 曲线 ,方程 (2. 4) 称 为 特征 方程 . x-y 平面 上 的 向 量 (8 ,B,)， 


(s 是 参数 ) ,如 果 满 足 


aB? — 2681B; + cB? = 0， (C2, 5) 
则 称 为 方程 (2.2) 在 点 (zx,y) 的 特征 万 回 . 
由 上 面 的 定义 可 知 ,特征 方向 是 特征 曲线 在 (z,y) 点 的 切线 方向 . 如 果 特 征 曲 线 的 方 
程 可 以 写成 y= 二 y(z) 的 形式 ,有 目 a 关 0, 则 y(Cz) 满 足 
dy _ b+ VP ac 


dz a 
不 难看 到 ,对 于 双 曲 型 方程 ,在 x-y 平面 上 有 了 两 族 特 征 曲 线 , 过 每 点 (x,y), 部 有 方程 
的 两 个 特征 方 癌 . 而 抛物 型 方程 在 x-y 平面 上 只 有 一 族 特 征 曲 线 , 过 每 点 有 方程 的 一 个 
特征 方 回 . 至 于 椭圆 型 方程 , 则 没有 实 的 特征 曲线 . 
下 面 介 绍 一 些 两 个 日 变量 的 二 阶 方程 定 解 问题 . 
设 妈 二 u(xzyy) ,一 个 典型 的 椭 羡 型 方程 的 边 值 问题 是 


2 关于 偏 微 分 方程 的 一 些 基本 概念 ‘ 


A 并)+ 坟 (4 3 | |= Fz,y), (Ty) EE 2, 


w= g(TsY) (zy) E90, 
其 中 QCR ,k 二 0,k,『,g 都 是 zy 的 图 数 .这 里 的 边界 条 件 是 第 一 类 边界 条 件 (Dirichlet 
边界 条 件 ). 此 外 还 可 以 有 第 二 类 边界 条 件 (Neumann 边界 条 件 ) : 


Ou 


以 及 第 三 类 边界 条 件 ， 
k gm 十 ou 一 g(zy)， (zy) E 90. 


以 上 的 nn 是 区 域 2 的 外 法 线 方 品 ,椭圆 型 方程 分 别 配 上 三 类 边界 条 件 得 到 三 类 边 值 问题 . 
书 散 方 程 是 抛物 型 的 . 设 &= 一 xGCzba ,在 无 穷 域 上 的 一 个 初 值 问 题 是 


~ a2 
0 
9f 9x 
u |:o = g(x), 克 握 玫 . 
在 有 限 区 间 zEL0, 上 第 一 边界 条 件 的 初 边 值 问题 是 
2 
0 0<~ZX<i,t>0,a~>0， 
ot 可 并 
|u | ,-。 — g(r)s 站 过 


z | -0 一 p(t) ,uu la J(t), £ > 0. 
波动 方程 是 双 曲 型 方程 . 在 有 限 区 间 [0,7j] 上 第 一 边界 条 件 的 初 边 值 问 题 是 


可 MW , . z 
5 一 0 Fz Fz), 0 < 一 工 二 Li 0， 


du | 
u | =。 一 g(7) ,7 | 一 ACT)，0 一 工 二 1/， 


ulso = pu t=), >>0. 
波动 方程 在 zxER 上 的 初 值 问 题 是 


口 gu 
5 一 人 gz + Pt), TER,t>0, 


口 
wo 一 8(7) ,37 10 = h(x), TER. 
波动 方程 的 特征 方程 是 
—a’ (di)’* 二 (dzx)’ = 0. 
设 各 数 wa 二 0 ,波动 方程 的 两 族 特 征 曲 线 是 两 族 卫 线 
| ar 一 CC 


奖 十 十 一 
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它们 各 是 一 族 相 互 平行 的 卫 线 ,过 每 品 (xo ,io) 有 分 属 两 族 的 各 一 条 特征 曲线 通过 ,如 图 1. 1. 


JOO 


图 1.1 


波动 方程 初 值 问题 的 解 有 以 下 的 D'Alembert 公式 : 
Pe 和 十 ll h(E) det | | 
SU xr—at 2a 心志 xT—a(lt—r 


从 公式 中 可 看 到 解 依赖 于 初 值 g(x) 和 有 h(zr) 及 自由 项 F(z,?) 的 情况 .在 点 (xo ,to), 初 值 
问题 的 解 w(xo ,to) 只 依赖 于 [xo 一 ato ,zo 十 ato ] 上 的 初 值 g 和 及 ,以 及 一 个 由 特征 线 与 x 
轴 围 成 的 三 角形 上 的 F(z,t) 之 值 .x 轴 上 的 区 间 [ zo 一 ato ;zo 十 atoj 称 为 点 (zo ,to) 的 依赖 
区 间 ,在 高 维 问题 中 可 类 似 地 有 依赖 区 域 的 概念 . 


2.4 一 阶 方 程 组 
这 里 限于 两 个 自 变量 的 情形 , 设 (x,y)EQCR ,其 中 vy 可 以 是 时 间 变 量 t. 向 量 函 数 
U 一 (Mytz wz) ER， 


其 中 Ui— Ui(T,Y) ;1 二 | 2 *p. 又 已 知 连 续 的 问 量 凶 数 h(x yu) 医 R2 , 算 阵 图 效 
4(Czyy ER , 则 方程 组 


Fatit—r 


) 
FPF(E,T) dedr. 
) 


9 9 | | 
A(r,yu) 二 十 PCzyya) 一 0， (2. 6) 
9y 9z 


称 为 一 阶 拟 线性 方程 组 , 头 两 项 是 方程 组 的 主 部 . 

如 果 A 与 w 无关, 即 4=4A(Cz,y), 且 

h(xz,syu) = Bl(r, yu q(xr,y), 

其 中 下 ER ,gE€ R?, 则 方程 组 (2.6) 是 线性 方程 组 . 如 果 A、B 和 gqg 是 常数 矩阵 和 问 量 ， 
则 方程 组 (2. 6) 是 常 系数 的 方程 组 . 

对 于 固定 的 (x,y,w) ,如 果 方 程 组 (2.6) 中 的 矩阵 A(z,y,ul(z,y)) 没 有 实 的 特征 问 
量 , 方 程 组 称 为 椭圆 型 的 . 如 果 A(zx,y,u(zx,y)) 有 上 p 个 线性 无 关 的 实 特征 向 量 , 称 方程 组 
(2.6) 是 双 曲 型 的 ,此 时 A(x,y,u(z,y)) 有 上 zp 个 实 的 特征 值 ( 重 特征 值 重 复 计 算 ). 如 采 它 
们 是 相 异 的 实 特征 值 , 则 方程 组 (2. 6) 称 为 严格 双 曲 型 的 . 

例如 ,如 果 A 是 实 和 常数 矩阵 , 且 可 以 通过 相似 变换 把 A 化 为 对 角 阵 diag (41，… ,4,)， 
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则 方程 组 是 双 曲 型 的 . 
| 并 一 OICS) ee 
如 果 zx-y 平面 上 的 曲线 | (Cs 是 参数 ) 满 足 
z= qs (5) 
p15) ACp CS), ps) up (s) ,p(s))) p(s) = 0,) (2 1) 

则 曲线 称 为 方程 组 (2.6) 的 特征 曲线 ,其 中 4 是 A(z,y,u(zx,y)) 的 特征 值 . 方程 (2.7) 称 
为 方程 组 (2. 6) 的 特征 方程 . 

例 2.11 设 刀 二 ui(zyYy) ,i1 二 1,2,U 二 (wyUs) .将 Cauchy-Riemann 方程 组 写成 


J 


av dr 


dy or 


uo Ton 
9y [1 0joz 


z 0 一 
和 方程 组 (2.6) 的 形式 比较 ,有 4=| | |. 它 没有 实 的 特征 向 量 , 方 程 组 是 类 轩 型 的 
例 2.12 设 u 一 u(xz,t), 看 一 个 未 知 函 数 (p 二 1) 的 一 维 对 流 方程 
A (二 的 
人 


为 了 方便 , 设 和 常数 a 记 0, 对 比方 程 组 (2.6) 的 形式 ,有 A 二 (一 a)€ER”i ,所 以 对 流 方程 是 双 
曲 型 的 . 从 特征 方程 
dr 一 cd 一 0 
可 以 解 出 一 族 实 的 特征 曲线 
TX 一 at 二 € (其 中 是 常数 )， (2. 9) 
它们 是 一 族 相互 平行 的 直线 . 
沿 着 某 一 条 特征 线 x 一 at 二 §, 方 程 (2. 8) 的 解 为 u(xz,t) 二 ul(at 十 8,t) , 则 有 
du ok , Au 
a -一 导 
所 以 沿 着 一 条 特征 线 ,对流 方程 (2.8) 的 解 4 二 常数 .图 1.2 表示 了 au>0 时 ,方程 (2. 8) 的 
对 流 方程 的 初 值 问 题 
3r toaa-=0 rER,>0, 


WU | ,一 0 g(x) a i 三 Re 
在 点 (z,) 的 解 可 写成 
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(xo—ato , 0) x 


图 1.2 


urst) = gE = g(r) 
所 以 , 当 m>0 时 ,过 任 一 点 (Czo,t), 初 值 问题 的 解 u(xo,to) 只 依赖 于 过 此 点 的 特征 线 
Z 一 4t 一 Zoo 一 at 忆 ZX 轴 交 点 (zo 一 ato ,0) 上 的 初 从 g (zo 一 ato). 而 改变 工 轴 上 某 一 点 (&， 
0) 的 初 值 g (9 ,只 影响 到 特征 线 x 一 at= 二 &E 上 的 解 (xz,1). 
仍 设 ec>0, 在 工 轴 的 正 半 轴 上 给 定 初 始 条 件 , 在 上 轴 的 正 半 轴 上 给 定 边 界 条 件 的 初 
边 值 问 题 是 


ou 


rta 二 0， 二 0:! 二 0， 
0 xX 0,， 
| = Ds it > 0, 
由 特征 线 x 一 at 二 & 的 走 疝 ,不 难看 到 这 个 初 边 值 问题 是 适 定 的 ,边界 条 件 和 初始 条 件 完 
全 确定 了 第 一 象限 内 的 u(xz,?). 
对 于 a 一 0 的 情形 ,对流 方 程 的 性 质 以 及 初 什 问题 和 初 边 值 问题 的 讨论 ,完全 可 以 类 
似 进行 . 


3 Fourier 谈 换 和 复数 各 阵 
本 市 给 出 下 面 各 革 用 到 的 一 些 知 识 . 


3.1 Fourier 变 : 

Fourier 积分 和 Fourier 变换 是 很 多 数学 分 文 用 到 的 有 力 工 具 , 本 书 用 于 差分 方法 的 
分 析 . 所 谓 Fourier 积分 公式 ,是 指定 义 在 (一 co,ce) 上 的 图 数 v(xz) 的 一 个 关系 式 . 设 
| 1v(z) 1*dz < co, 有 关系 式 


v(X) 一 二 | _ | VS) ee dedA, (3.1) 


3 Fourier 变 挽 和 复数 矩阵 


其 中 i= vv 一 1 是 虚数 单位 .我们 从 Fourier 级 数 出 发 做 (3. 1) 式 的 一 个 形式 推导 . 


设 v(xz) 在 [一 L,L|] 上 可 以 展开 成 Fourier 级 数 
oD = 多 + (a cos ~ TE bsin PE], 
其 中 的 Fourier 系数 是 


L 
,二 工 | (CE)cos dé, 并 一 Osl ss 
LJ 


四 | ve、 Nné ee 
p, T VCS) SIn 六 dc， 7 和 
将 (3.3) 式 和 (3.4) 式 代入 (3.2) 式 ,得 到 
v(xX) 一 l 二 v(E)dE oo l 过 0 


假设 vv 在 (一 co ,oo) 绝 对 可 积 , 令 L 一 oo, 则 (3.5) 式 第 一 项 趋 于 零 . 记 


Nye, = a 7 jn = nAp. 

所 以 , 当 工 一 ce 时 ,(3.5) 式 成 为 
v7) = lim. > | 二 | vcosw(e 一 z)d6] Ap. 
取 极 限 后 和 式 成 为 .个 区 间 [0,co) 上 的 积分 式 
mR | [二 | vcosw(e 一 zd]dw 

将 三 角 孙 数 写成 指数 函数 的 形式 ,有 

cosu(é€— x) 一 5 [evs 十 ee zx ]， 
代入 (3.6) 式 ,得 到 两 项 之 和 ,第 一 项 中 做 代 换 4 二 一 ,成 为 

| [| ve ds]dh， 
再 和 第 二 项 相 加 就 得 到 (3. 1) 式 , 芭 Fourier 积分 公式 . 
将 (3. 1) 式 写成 


vn = | dd 
v(x) 元 | 寺 - e 


把 内 层 的 积分 变量 8 换 为 xz, 并 令 
i | I 
/OT 


则 有 


= 
EL Ed 则 有 
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(3. 2) 


(3.3) 


(3. 4) 


(3. 9 


(3.6) 


(3.7) 
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CT 一 | vl(A)ew™ da. (3. 8) 
/于 | 
(3.7) 式 的 v(N) 称 为 v(x) 的 Fourier 变换 ,而 (3.8) 式 的 v(xz) 则 称 为 v(xz) 的 Fourier 首 
变换 
类 似 三 角 级 数 有 关 的 性 质 , 可 以 证 明 
| | v(xz) | “dz = | | vA) |?dA, (3.9) 


这 称 为 Parseval 关系 式 . 这 可 以 说 成 在 平方 积分 的 范 数 (L 范 效 ) 意 义 下 ,Fourier 变换 保 
持 了 度量 . 同时 还 有 
= L510) 


3.2 复数 矩阵 
这 里 列 出 一 些 关 于 复数 年 阵 的 结论 . 设 
| 
则 4 的 共 斩 转 置 是 
AH = [ai] E Ceo. 
如 果 UEC”™” ,满足 UM"U==T, 则 UU 称 为 丁 和 矩阵 . 如 果 AEC"”" ,满足 A 二 4 ", 则 A 称 为 
Hermite 矩阵. 显然 , 实 对 称 和 矩阵 必 是 Hermite 和 矩阵. 
如 果 AEC”™ ,满足 A4 "一 A4 A, 则 A 称 为 正规 矩阵 . 显然 ,所 有 的 对 角 和 矩阵 、Hermite 
和 矩阵 和 西 矩 阵 都 是 正规 矩阵 . 
定理 3.1 车 AEC”™", 则 4A]; 一 Vp(47 4) ,其 中 o(。) 是 矩阵 的 谱 半 径 . 
定理 3.2 对 于 每 一 个 Hermite 矩阵 4AEC" ,存在 西 矩 阵 UEC”" ,使 
UAU = diag(Ahi hy，… ,Ah，)， 
其 中 访 ,Xs,…,4, 是 A 的 特征 值 ,它们 都 是 实 的 . 而 且 UU 的 第 i 列 列 癌 量 是 矩阵 A 对 应 于 
4A; 的 特征 问 量 . 
定理 3.3 设 4EC”…", 则 4 是 正规 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 存在 本 矩阵 UEC… ,使 
UI"AD = dav(h Nr Nd) 
其 中 访 ,4s,…,4, 是 A 的 特征 值 . 
的 特征 问 量 . 对 应 于 3; 的 特征 问 量 是 U 的 第 i 列 列 癌 量 . 而 且 可 以 证 明 , 特 征 值 都 是 实 的 
正规 矩阵 就 是 Hermite 矩阵 . 
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在 不 同类 型 的 俩 微分 方程 问题 的 有 限 差 分 方法 中 ,有 一 些 基本 概念 是 共同 的 ,特别 是 
依赖 时 间 的 问题 ( 双 曲 型 方程 与 抛物 型 方程 ) 更 是 如 此 . 因此 ,我 们 从 价 单 的 模型 问题 出 


1 有 限 差 分 格式 


1.1 网 格 剖 分 


用 有 限 差 分 方法 求解 偏 微 分 方程 问题 必须 把 连续 问题 进行 离 敌 化 . 为 此 首先 要 对 求 
解 区 域 给 出 网 格 训 分 ,由 于 求解 的 问题 各 不 相同 ,因此 求解 区 域 也 不 尽 相 同 .下面 仅 用 具 
体例 子 来 说 明 不 同 区 域 的 放 分 ,并 引入 一 些 背 用 的 术语 . 
例 1.1 双 曲 型 方程 和 抛物 型 方程 的 初 值 问题 ,求解 区 域 是 
一 ((zoti) | 一 ce 一 工 二 cot 之 0)， 
我 们 在 x-t 的 上 半 平 面 画 出 两 族 平 行 于 坐标 轴 的 直线 ,把 上 半 平 面 分 成 趾 形 网 格 . 这 样 的 
直线 称 作 网 格 线 ,其 交点 称 为 网 格 点 或 节点 . 一 般 来 说 ,平行 于 上 轴 的 直线 可 以 是 等 距 的 . 
可 设 距 离 为 Az 二 0, 有 时 也 记 为 半 , 称 其 为 空间 步 长 . 而 平行 于 x 轴 的 直线 则 大 多 是 不 等 
距 的 ,往往 要 按 具 体 问题 而 定 .在 此 为 简单 起 见 也 假定 是 等 距 的 , 设 距离 为 At 盖 0, 有 时 也 
记 为 rz, 称 其 为 时 间 步 长 . 这 样 两 族 网 格 线 可 以 与 作 
详 一 了 ii 一 7TAZr 一 讨 ， 了 一 0, 十 1, 士 2;…， 
t =it, = nAt= nr, 11 一 0 ,2 
网 格 志 点 (zi 如 ) 有 时 商 记 为 ,2 2 的 网 格 训 分 见 图 2. 1. 
1.2 双 曲 型 方程 和 抛物 型 方程 的 初 边 值 问题 , 设 其 求解 区 域 是 
| DO I 
re 
工 一 Ti 7 一 0 1 
与 平行 于 zz 轴 的 直线 族 
t=t,,s n=0,]1,2,.… 


所 构成 ,其 中 xz; 二 jAx= 二 jh,Ax 二 hh 二 
nTt. 2 的 网 格 训 分 见 图 2. 2. 


了 上 一 1Ai 一 
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例 1.3 椭圆 型 方程 的 边 值 问题 .求解 区 域 是 x-y 平面 上 的 一 个 有 界 区 域 9, 其 边界 
厂 为 分 段 光 滑 曲 线 . 取 沿 xz 轴 和 wy 轴 方 回 的 步 长 Az 和 Ay, 作 两 族 分 别 与 xz 轴 和 yy 轴 平 
行 的 直线 

T= X= IAx, 1 一 0 十 1, 土 2ow， 

y= yi;=jAy, j=0, 土 1, 土 2,"* 

与 例 1. 1 同样 ,两 族 直 线 的 交点 称 作 网 格 点 或 节点 ,并 记 为 (zy) 或 简 记 为 (7). 我 们 
只 考虑 属于 9UT 的 节点 .如 果 两 个 节点 沿 工 轴 方 向 (或 沿 y 轴 方 向) 只 相差 一 个 步 长 时 ， 
称 为 两 个 相 邻 的 节点 . 如 果 一 个 节点 的 所 有 4 个 相 邻 的 节点 都 属于 9UT, 那 么 称 此 节点 
为 内 部 节点 (内 点 )。 如 果 一 个 节点 的 4 个 相 邻 节点 中 至 少 有 一 个 不 属于 9UT 时 , 则 称 


此 节点 为 边界 节点 (边界 点 ). 用 % 表示 内 点 集合 ,T, 表示 边界 点 集合 .图 2. 3 表示 了 9 
的 网 格 训 分 ,分 别 以 “co ”，* ”表示 内 点 和 边界 点 . 
上 上 面 我 们 仅 列 举 了 三 个 不 同类 型 的 网 格 训 分 的 例子 . 以 后 遇 到 具体 问题 再 作 一 些 讨 论 . 
了 

| | 

一 一 一 一 一 一 一 一 

| ||| | | 

| | | 

| | | | | | 

OO hn 2h jih Jh=! Xx x 

图 2.2 2. 3 


1.2 用 Taylor 级 数 展开 方法 建立 差分 格式 


用 有 限 差分 方法 近似 求解 偏 微分 方程 问题 有 多 种 多 样 的 方法 ,并 且 也 可 以 用 不 同 的 
构造 方法 来 建立 这 些 有 限 差分 方法 . 用 Taylor 级 数 展开 方法 是 最 常用 方法 ,下 面 在 建立 
差分 格式 的 同时 引入 一 些 基本 概念 及 术语 . 

我 们 主要 从 对 流 方程 的 初 值 问题 


en (1.1) 
.ot I 
U(XT0) = g(x), XERKR, 本 
和 扩散 方程 的 初 值 问题 
人 rE€ER,t>0, (1. 3) 
EE 0 (1. 4) 
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(其 中 < 二 0) 来 进行 讨论 . 
假定 偶 微 分 方程 初 值 问题 的 解 w(x, 四 是 充分 光滑 的 . 由 Taylor 级 数 展 开 有 


本 


一 问 | 十 O(Cr)， 


Ph ¥] +0) 

We 1 + OC), (1. 5) 
et) 一 ea) - [到 | 40 

EC i + Oa?), 


UT sis) Tt Ut) 3 | + On). (1.6) 


其 中 [。， 了 ,或 用 (入 , 表 示 括 号 内 的 图 数 在 方 点 (zi ,ts) 处 取 的 值 .利用 表达 式 (1. 5) 中 的 
第 1 式 和 第 3 式 有 


(a EN WT 二 一 和 (Ziste) ou 上 | | OC py 
TT h or 可 元 
如 果 wu(z, 四 是 满足 依 微 分 方程 (1.1) 的 光滑 解 , 则 
ou ou | 
arte azr]; | Es 0, 
由 此 可 以 看 出 , 依 微 分 方程 (1.1) 在 (zj ,i ) 处 可 以 近似 地 用 下 面 的 方程 来 代 共 
开 十 ] 


Ui — Ws 


十 a 2 0， 了 二 和 Te (1.7) 
其 中 为 wu (zj; ,i) 的 近似 值 . (1.7) 式 称 作 通 近 微分 方程 (1. 1) 
的 有 限 差分 方程 或 简称 差分 方程 . 用 到 的 节点 如 图 2. 4. 可 以 把 
(1.7) 式 改写 成 便于 计算 的 形式 
Un 一 本 )， (1.7)” 
十 ] 
其 中 一 工 , 称 为 网 格 比 四 
差分 方程 (1.7) 再 加 上 初始 条 件 (1.2) 的 离散 形式 

u; 一 ii，， 了 一 0 十 1,… (1.8) 
就 可 以 按时 间 逐 层 推进 ,算出 各 层 的 值 . 这 里 使 用 术语 “ 层 ” 是 表示 在 直线 1 二 nr 上 网 格 点 
的 整体 . 差分 方程 (1.7) 和 初始 条 件 的 离散 形式 (1.8) 绪 合 在 一 起 构成 了 一 个 差分 格式 . 事 
实 上 ,(1.7) 式 就 给 出 了 根据 初始 条 件 (1.8) 来 确定 ww (= 二 0, 士 1 ,…) 的 一 个 算法 . 因此 有 


T 


ntl 


16 第 2 章 有 限 差分 方法 的 基本 概念 


时 候 就 称 差 分 方程 (1.7) 为 一 个 差分 格式 . 以 后 我 们 不 强调 差分 格式 和 差分 方程 之 间 的 区 
别 , 但 要 作 如 下 理解 : 说 到 差分 格式 就 隐 含 了 初始 条 件 , 边 界 条 件 的 离散 .在 这 样 的 含义 
下 , 当 构 造 出 差分 方程 后 ,就 认为 已 构造 出 一 个 差分 格式 . 

由 第 2 个 时 间 层 推进 到 第 ?2 十 1 个 时 间 层 时 ,公式 (1.7) 提 供 了 逐 点 直接 计算 好 ”的 
表达 式 , 因 此 称 (1.7) 式 为 显 式 格式 .并 且 注 意 到 在 公式 (1.7) 中 ,计算 第 2 十 1 层 时 只 用 到 
2 层 的 数据 .前 后 仅 联系 到 两 个 时 间 层 次 , 故 称 (1.7) 式 为 两 层 格式 ,更 明确 地 , 称 其 为 两 


层 显 式 格式 . 
利用 (1.5) 式 中 第 一 式 和 第 四 式 , 可 以 得 到 通 近 微分 方程 (1.1) 的 另 一 差分 方程 
oo (1.9) 
T h 
其 节点 如 图 2.5 所 示 . 显然 ,此 格式 也 是 两 层 显 式 格式 . 
用 (1.5) 式 中 第 一 式 及 第 五 式 , 可 以 得 到 通 近 微分 方程 (1.1) 的 另 一 差分 方程 
一 us a Uj+1 元 Ui 0. (1. 10) 


此 格式 所 用 到 的 节点 如 图 2.6 所 示 . 可 以 将 (1.10) 式 写成 便于 计算 的 形式 


1 十 ] 1 十 ] 
n ni 
Fi J 天 | 71 
图 2.5 图 2.6 
A ， 
一 《2 — U1)， (1. 10) 


其 中 4 二 二, 称 为 网 格 比 . 容易 看 出 ,此 格式 也 是 两 层 格 式 , 称 (1. 10) 式 为 中 心 差分 格式 ， 
相应 地 ,差分 格式 (1.7) 和 (1.9) 称 为 偏心 差分 格式 . 

上 面 我 们 构造 了 对 流 方程 (1.1) 的 三 种 差分 格式 ,用 同样 方法 可 以 构造 通 近 扩散 方程 
(1.3) 的 差分 格式 .利用 (1.5) 式 的 第 一 式 及 (1.6) 式 有 


J , 让 雪 


T h’ 
9 | 92 , | . 
= | 元 一 5 到 | +OCr+th). 
如 果 x 是 (1.3) 式 的 光滑 解 , 即 满足 
du dg* x 


1 有 限 差 分 格式 1 了 


的 光滑 函数 ,那么 ,容易 看 出 ,扩散 方程 (1.3) 可 以 用 如 下 的 差分 方程 来 近似 : 


Tt Eb 
差分 格式 (1.11) 所 用 到 的 节点 如 图 2.7 所 示 . 可 以 将 (1.11) 式 写成 便于 计算 的 形式 


= 相 了 了 一， 十 1.…， nn 二 0,],…., (1.11) 


天 十 ] 


TI 
其 中 p=， 亦 称 网 格 比 . 注意 到 jy 的 表达 式 与 对 流 方程 的 


差分 格式 的 网 格 比 4 的 表达 式 是 不 同 的 .一 般 情 况 下 ,也 用 n \ 
字母 4 代替 字母 u. 这 是 由 于 不 同 的 表达 式 是 属于 不 同类 型 ja 7 je 


的 方程 的 差分 格式 ,因此 不 会 引起 混 消 . 容易 看 出 ,(1. 11) 式 图 2 7 
也 是 二 层 显 式 格式 .初始 条 件 (1. 4) 的 离散 是 显然 的 : 
2 一 中 汪 一 一 0, 十 1.,…. (1]. 12) 


利用 (1.11) 和 (1.12) 式 可 以 依次 计算 出 n= 二 1,2,… 各 层 上 的 值 wi. 

用 Taylor 展开 来 建立 差分 格式 ,实际 上 也 等 价 于 用 差 商 来 近似 微 商 得 到 相应 的 差分 
1.3 ”积分 万 法 

考虑 扩散 方程 (1. 3) ,对 该 方程 进行 积分 ,首先 要 求 选 定 积分 区 域 . 设 在 x-t 平面 上 积 
分 区 域 为 (图 2. 8) 
D = {2 zx 


-ro th th | 


积分 有 
| oarse = he are 
直接 求 积 可 得 
站, [ult, tx) — ult, ,x)Jdzx 
"a -区 (e+ 外- 多 


应 用 数值 积分 的 矩形 公式 可 得 
[u(t Tt, x;) — ult, ,x;) Jh 一 < [入 (wt 于 (a -多 )] (1.13) 
注意 到 


+1 od 
| I (tr Tt) dx = = u(t oT) — ult, Xj;). 
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而 
| du Vy 9uf h | 
上 rt yd TT 3 si 十 9 ]’ 
由 此 可 以 得 到 
a Ti 十 和 用 A u(t Th) — ut, Tj). 
ax 2 ， 
同 理 有 


ou h , , 
A 一 全角 a Wt Ti — lt, Ti). 


将 上 面 两 式 代 入 (1. 13) 式 得 
人 
由 此 得 出 


这 就 是 (1. 11) 式 . 
积分 方法 也 称 有 限 体 积 法 . 


1.4 隐 式 差分 格式 


前 面 构造 的 差分 格式 都 是 显 式 的 , 即 在 时 间 层 已 + 上 的 每 个 好 一 可 以 独立 地 根据 在 
时 间 层 tz, 上 的 值 w? 得 出 ,但 并 非 都 是 如 此 . 如 果 采 用 
Ae A A Re A du 1” 
T ot 
和 (1.6) 式 , 则 可 以 得 到 扩散 方程 (1. 3) 的 另 一 个 差分 格式 
uu , i Za 
7 在- 
此 差分 格式 的 节点 图 示 如 图 (2.9) ,可 以 把 (1. 14) 式 写成 下 
面 等 价 形式 
一 chat 十 (1 十 2) 丰 一 Ca 一 让 1 ， (1.14) 


nl 其 中 一 二 为 网 格 比 . 由 (1. 14) 式 或 (1. 14)' 式 可 以 看 出 ,在 


新 时 间 层 n 上 包含 了 3 个 未 知 量 由 io ,wii ,因此 不 能 由 
由 和 ur-1 直接 计算 出 wz 来 .有 限 差分 格式 (1. 14) 与 前 面 引入 的 
差分 格式 (1.11) 有 明显 不 同 .一 般 地 ,有 限 差 分 格式 在 新 时 间 层 (n 或 n 十 1) 上 包含 有 多 于 
一 个 节点 ,这 种 有 限 差分 格式 称 为 隐 式 格式 . 据 此 ,有 限 差分 格式 (1. 14) 称 为 隐 式 格式 . 大 
多 数 隐 式 格式 适合 于 求解 微分 方程 的 初 边 值 问题 或 满足 周期 条 件 的 初 值 问题 . 
为 简单 起 见 ,我 们 给 出 第 一 边界 条 件 的 扩散 方程 的 初 边 值 问题 


= 0. (1.14) 
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gu 9 tt 


u(r,0) = g(z), 0 一 工 坪 1/， 


0 
其 中 < 全 0. 
扩散 方程 用 差分 格式 (1. 14) 来 近似 ,初始 条 件 用 (1. 12) 进 行 离散 ,而 边界 条 件 的 离散 
则 使 用 


Uo Os n> 0s | / 
| 机 
TC U， n > 0,， 
\ 《 
其: 
a 
今 
DU" = (ur ,U2 。 :27 1 ) , 
则 可 把 (1.14) 式 和 (1. 15) 式 合 写成 
EU (1 16) 


其 中 
l+2a 一 以 
一 1l1+2a —a 


一 以 1 十 2 一 以 
一 以 1 十 2 
注意 到 ,A 是 严格 对 角 占 优 和 矩阵 ,因此 线性 代数 方程 组 (1. 16) 有 解 .由 于 4 为 三 对 角 乱 
阵 ,因此 ,可 用 追赶 法 求解 (1. 16) 式 . 
由 上 面 叙 述 看 出 ,采用 显 式 格式 求解 既 方 便 又 省 工作 量 . 而 隐 式 格式 求解 线性 代数 方程 
组 ,似乎 无 益处 可 言 . 但 以 后 将 看 到 , 隐 式 格式 可 采用 大 的 时 间 步 长 r*, 因 此 有 很 大 益处 . 


2 有 限 差分 格式 的 相 容 性 、 收 敛 性 及 稳定 性 


2.1 有 限 差 分 格式 的 截断 误差 
为 叙述 方便 ,下 面 引 入 差分 记号 
向 前 差分 
ots = VER (2, 1a) 
和 站 《天 = vr Mert) — vlTot). (2. 1b) 
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wrt Dis (2. 2a) 
A vr) 一 vx) — v(x Art)., [2 Zh 
中 心 差分 
Ov (Tst) 一 了 ZE 十 二 At) — v(xX,t CO— 方 Ab) (2. 3a) 
站 Tri = v(x FAr se Ar ,£). (2. 3b) 
二 次 应 用 中 心 差分 算 子 ,可 以 得 到 很 有 用 的 二 阶 中 心 差分 
人 (2. 4) 


有 时 也 应 用 两 个 区 间 上 的 中 心 差 分 
"We (A EE 5 I 


对 于 扩散 方程 (1. 3) 的 解 ,关于 1z 的 向 前 差分 的 Taylor 级 数 展开 有 
站 


a9u ] dw, ] D3sy 人 
一 了 zz 十 9 D2 To 十 千 D3 To) 十 和 [2 a 
对 变量 z 进行 Taylor 0 
I 2 1 2: l 
Gu lx,t) = FT Dh 二 证 (x, ;Rh 十 (2.6) 


考虑 扩散 方程 (1.3) 的 We 11) ,用 微分 方程 的 解 w(x; ,zt ) 来 替代 (1. 11) 式 中 
的 全 部 近似 解 w? ,这 样 得 到 的 方程 两 边 的 差 就 是 截断 误差 . 事实 上 ,对 于 不 在 边界 上 的 任 
何 一 点 (zi ,可 以 定义 截断 误差 T(z,t) 为 

(Et) = Ey 一 es (2 0 
T “和 

其 中 w(x, 四 是 扩散 方程 (1.3) 的 解 。 

假定 u(x, 四 是 充分 光滑 的 ,利用 (2.5) 式 ,(2.6) 式 有 
| 1 ou a ou 


Adu 
st = [ 交 FF UU 


dr” 2 at ye 
1 ou a Adu, : 
本 2“ 12 gz 十 


上 面 推导 中 利用 了 zx 满足 向 分 方程 这 一 事实 . 上 式 等 号 右边 前 面 两 项 称 为 截断 误差 的 
主 部 . 

我 们 已 经 用 Taylor 级 数 展开 把 截断 误差 表示 成 一 个 无 穷 级 数 . 为 方便 起 见 ,可 引入 
余 项 来 表示 ,例如 


本 
u(xst At) =u(z,t) +5 Sr 十 Er 有 


qu 1 
5 a 


1 
2 
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=u(xr,t) 十 Sr 十 广 7 了 ee 
其 中 7E (ct 二 zz). 如 宁 对 并 的 Taylor rw 
A a 1 2 [es 1 | 
【二 = 7 7 a 174 一 (8, Dh’, 


其 中 EE (rz 一 Ar 并 十 Az)， 
考虑 对 流 方程 (1.1) 的 差分 格式 (1. 10) ,其 截断 误差 为 


1 9u 


5 r Fy (I "十 局 了 (6,D)， 


a 一 一 Au E = Aert PE 


Lv {rE (heh), 
对 于 隐 式 格式 ,同样 方法 可 以 给 出 截断 误差 ,考虑 扩散 方程 (1. 3) 的 隐 式 差分 格 


(1, 14)s 
9 (71) TO D 一 些 


其 中 nwE (一 5)1) ,EE (zx 一 hz 十 有). 

由 截断 误差 的 定义 以 及 上 面 给 出 的 三 个 具体 例子 可 以 知道 ,只 要 网 格 训 分 得 很 细 , 即 
z 和 很 小 ,那么 偏 微 分 方程 (1.3) 的 解 近似 地 满足 相应 的 差分 方程 (1. 11). 其 实 , 一 个 有 
限 差分 格式 的 截断 误差 表示 了 用 u(x; ,i,)( 偏 微分 方程 之 解 ) 代 替 w? (差分 方程 之 解 ) 的 
差分 方程 与 在 点 (zi ,t,) 上 的 偏 微 分 方程 之 差 . 

由 截断 误差 定义 可 知 , 要 求 出 一 个 差分 格式 的 截断 误差 ,只 要 把 相应 的 微分 方程 问题 
的 充分 光滑 的 解 代入 这 个 差分 格式 ,再 进行 Taylor 级 数 展开 就 可 以 了 . 前 面 已 经 得 到 了 
差分 格式 (1.11) 的 截断 误差 为 O(7) 十 OC(h?); 差分 格式 (1. 10),(1.14) 的 截断 误差 也 是 
O(Cr) 十 O(C12 )， 

md ni 即 


T(r,t) = 一 Abu(z， ti) 十 @ 三 AbauCzD) 一 一 一 一 ， EE 7 于 es Dh. 
因此 ,差分 格式 (1.7) 的 截断 误差 为 O(7) 十 O(h). 
对 于 扩散 方程 (1. 3) ,可 以 建立 有 限 差分 格式 
a ui — 2u; Tu oe 
”0 (2 8) a 
其 节点 如 图 2. 10 所 示 . 差分 格式 (2. 8) 称 作 Richardson 格 
式 。 也 可 以 把 (2. 8) 式 写成 便于 计算 的 形式 
wl 一 十 2 一 2 十 iD)， (2.8) 
本 
其 中 4 一 二. 容易 看 出 ,这 个 格式 的 截断 误差 是 OC(z) 十 OG?). jj j 4 


2 第 2 章 有 限 差分 方法 的 基本 概念 


从 截断 误差 这 一 角度 来 考虑 ,差分 格式 (2. 8) 要 比 差 分 格式 (1. 11) 好 . 以 后 分 析 将 看 
到 ,差分 格式 (2. 8) 无 实用 价值 . 此 外 ,由 (2.8)' 式 可 以 看 到 ,计算 第 nn 十 1 层 的 值 w*1! ,要 
用 到 第 nn 层 的 值 w?iyw yw? 及 弟 n 一 1 层 的 值 w? 1!. 这样 前 后 联系 到 三 个 时 间 层 ,因此 
称 其 为 三 层 格 式 . 在 实际 计算 中 ,三 层 格式 所 需 的 存储 多 ,并 且 从 初始 层 推进 到 第 一 层 还 
必须 用 其 他 二 层 格式 来 完成 .一 般 地 ,一 个 多 于 二 层 的 差分 格式 称 为 多 层 差分 格式 . 

如 果 一 个 差分 格式 的 截断 误差 T=OCz) 十 O(n) , 则 称 差分 格式 对 工 是 p 阶 精 度 ,对 
是 g 阶 精 度 ,各 p 二 9; 则 称 差 分 格式 是 p 阶 精 度 的 . 按照 这 个 定义 ,可 以 说 差分 格式 (1. 11)， 
(1.14) 以 及 (1.10) 都 是 对 z 一 阶 精 度 ,对 天 二 阶 精 度 ,而 差分 格式 (1. 9) 是 一 阶 精 度 格 式 . 


2.2 有 限 差 分 格式 的 相 容 性 


从 偶 微 分 方程 建立 差分 方程 时 ,总 是 要 求 当 r0,) 0 时 差分 方程 能 与 微分 方程 充 
分 “接近 ”, 这 就 村 至 了 差分 方程 的 一 个 基本 特征 ,差分 格式 的 相 容 性 . 
我 们 考虑 更 一 般 的 问题 , 设 工 为 微分 算 子 ,例如 ， 


9 9, | 一 卫 ,2 为 党 
Ce L 一 闻 十 4 了"4 为 常数 ， 
当然 还 可 以 包括 更 广 的 情形 , 初 值 问题 可 以 叙述 为 
Lu 一 0 ， 
(2. 9) 
Lo 一 5( 工 ). 


前 面 建立 的 差分 格式 可 以 写成 统一 的 形式 

i Ls (2. 10) 
其 中 L 是 一 个 依赖 于 t 和 的 线性 鼻子 ,对 于 变 系 数 或 非 线 性 但 微分 方程 ,L 还 依赖 于 
Tiyisa… TI 把 定义 在 第 半 层 上 的 图 数 好 变换 到 和 定义 在 第 2 十 1 层 上 的 困 数 刀 一 , 算 
子 L; 称 为 差分 算 子 . 为 便于 说 明 ,我 们 把 差分 格式 (1.7) 与 成 算 子 形式 

We ts 
其 中 Li 一 妇 一 aACGI 一 好 ). 上 和 式 也 可 以 写成 

2 = Liu’ = Sa Tu ， 


其 中 a 是 依赖 于 zc,h 的 系数 ,! 为 正 整 数 ,T 为 平移 算 子 .平移 算 子 定义 为 
Iu; = un. 
T 的 逆 算 子 T ,Twj 二 wj-_1. 由 定义 耳 接 可 以 得 出 
Tm 一 Wns Wm = Wp 
应 注意 到 ,差分 算 子 Li 的 这 种 表达 形式 是 线性 问题 中 的 很 一 般 形式 ,其 系数 项 数 等 依赖 
于 具体 米 用 的 差分 格式 . 
设 (2.10) 式 为 (2.9) 式 的 差分 格式 , 则 相应 的 截断 误差 应 是 
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了 (Ti 加) 一 一 Cu si Lt) 


注意 到 ,把 截断 误差 写成 上 面 的 形式 仅 对 二 层 显 式 差分 格式 进行 了 讨论 . 对 于 三 层 的 
Richardson 格式 及 其 他 三 层 显 式 差分 格式 可 化 为 二 层 显 式 差分 方程 组 (可 见 例 3.4 的 讨 
论 ). 关于 二 层 隐 式 差 分 格式 的 讨论 可 参见 [7 ,22j]. 

定义 2.1 设 x(z'i) 是 定 解 问题 (2.9) 的 充分 光滑 解 ,(2. 10) 式 为 求解 (2.9) 式 的 差 
分 格式 ,如 果 , 当 有 ,cr>0 时 有 

(rat, =» 0; 

则 称 差分 格式 (2. 10) 与 定 解 问题 (2.9) 是 相 容 的 . 

相 容 性 概念 是 差分 方法 中 一 个 非常 基本 的 概念 ,一般 说 来 ,要 用 差分 格式 求解 偏 微分 
方程 问题 , 相 容 性 条 件 必 须 满 足 . 可 以 看 到 ,差分 格式 (1.7),(1.11) 等 是 相 容 差分 格式 . 


2.3 有 限 差 分 格式 的 收敛 性 


前 面 构造 了 不 少 差分 格式 ,它们 是 否 都 能 在 实际 中 使 用 ? 首先 碰 到 的 问题 是 当时 间 
步 长 r 和 空间 步 长 疡 无 限 缩小 时 ,差分 格式 的 解 是 否 通 近 到 微分 方程 问题 的 解 . 这 就 是 差 
分 格式 的 收敛 性 问题 . 这 个 问题 是 差分 方法 中 一 个 非常 重要 的 问题 . 显然 ,在 计算 之 前 ,最 
好 能 做 出 明确 的 回答 ,然而 ,有 很 多 实际 问题 目前 还 无 法 给 出 这 样 的 回答 . 

定义 2.2 设 wu(z,t) 是 定 解 问题 (2.9) 的 解 ,w? 是 差分 格式 (2.10) 的 解 . 如 果 当 时 间 
步 长 r 和 空间 步 长 h 都 趋 于 零 时 有 

e? = u(r;st) — ur > 0, 
则 称 差 分 格式 (2. 10) 是 收敛 的 . 

定义 2.2 的 意思 就 是 ,当时 间 步 长 r 和 空间 步 长 h 都 趋 于 零 时 ,差分 格式 的 解 趋 于 微 
分 方程 初 值 问题 的 解 . 

由 于 我 们 是 通过 求解 差分 格式 来 获得 偏 微分 方程 问题 的 近似 解 ,因此 收敛 性 的 重要 
性 就 很 清楚 了 . 显然 ,不 收敛 的 差分 格式 是 无 实用 价值 的 . 前 面 已 经 构造 出 不 少 差分 格式 ， 
它们 是 否 都 具有 收敛 性 ?这 个 问题 以 后 将 给 出 回答 . 现在 考虑 差分 格式 (1.7) 的 收敛 性 问 
题 . 在 此 假定 对 流 方 程 (1.1) 中 的 常数 < 二 0. 首先 把 差分 格式 (1.7) 表示 为 

wtl = (lad malT)u’, 


其 中 工 为 平移 算 子 ,4 一 一 为 网 格 比 . 利用 上 式 可 以 得 到 
u? = (+a)— aTu’, 
把 初始 条 件 代 入 并 利用 二 项 式 展开 有 


w=[(l+aA)—aThge; = > Cn(1 十 WA)m (一 AT)rmg， 


了 一心 
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= 2) C1 + a)" a) "gn. (2.11) 
由 此 看 出 ,计算 w? 时 要 用 到 初始 条 件 在 点 集 
ja in (2, 12) 


上 的 值 . 男 一 方面 ,我 们 在 第 1 章 第 2 节 中 已 叙述 过 ,对 流 方程 (1. 1) 的 解 在 点 (xj,t,) 
的 依赖 区 域 是 zx 轴 上 的 一 个 点 zj; 一 at,. 因此 改变 初始 条 件 g(xz) 在 xz; 一 at, 上 的 值 ,将 必 
然 改 变 微分 方程 (1.1) 的 解 妈 在 (zx;,t,) 上 的 值 . 而 对 差分 格式 (1.7) 来 说 ,由 于 点 zj 一 at， 
不 属于 点 集 (2. 12) ,因此 不 会 影响 差分 格式 的 计算 ,也 不 影响 差 分 格式 的 解 在 (zj ,i,) 上 
的 值 . 由 上 述 分 析 可 以 看 出 ,差分 格式 (1.7) 的 解 不 能 收敛 到 对 流 方程 初 值 问题 (1. 1)， 
(1.2) 的 解 .所 以 差分 格式 (1.7) 不 收敛 . 从 而 可 以 得 出 ,如 果 a 二 0, 则 用 差分 格式 (1.7) 来 
求解 对 流 方程 初 值 问题 是 不 现实 的 . 

下 面 考虑 求解 扩散 方程 初 值 问 题 (1.3),(1.4) 的 显 式 差分 格式 (1.11) 的 收敛 性 问题 . 
设 u(xz,) 是 初 值 问题 (1.3),(1.4) 的 解 ,ww 是 差分 格式 (1.11) 的 解 . 令 T(zxj,t,) 为 差分 格 
式 (1.11) 在 点 (zj;;,t,) 人 处 的 截断 误差 , 则 有 


T( ee A 
i sin. ai i a 


此 式 可 改写 成 
u(xT; st, +1 ) 人 (1 -= 20n ux; 和 一 CA [ux :EE ) 于 U(X st ) 1 TI (Zz; st, ) 于 


其 中 ji 差分 格式 (1. 11) 写 成 


wi = (1— 2)w Ta (un ui). 
此 式 减 去 上 式 , 并 令 
ei = Ui— u(x;st): 
可 得 
er = (1—2aA)ea(ennte) — T(r,t,). 
如 果 令 2aX 夺 1, 则 上 式 右 边 e” 的 三 项 系数 均 为 非 针 .由 此 可 得 
ertl |<< (1 — 2ad) +ad en tad es | 十 rz|TCzi ,,) |. (2. 13) 
假定 u(x, 四) 为 初 值 问 题 (1.3),(1.4) 的 充分 光滑 的 解 , 由 截断 误差 计算 可 知 
T(z,t,) | MC h). 


ej 


再 令 
E, = sup|e? |. 

则 由 (2. 13) 式 得 

et | (20)E,aE,+aE,+M(rth’) < E,+Mr(rth). 


从 而 有 
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En 寺 E, 十 Mr(rt 二 hh). 
由 此 不 等 式 北 推 得 
E, 过 Eo, Mnr(rh’). 
注意 到 ,在 初始 时 间 层 如 上 ,有 
ui = u(xj0) = g(xj) 一 2i， 
所 以 有 @ 二 0. 因此 Po 一 sup | 4 一 0. 由 此 得 到 
E, 三 Mnrt(t+h’). 
假定 初 值 问 题 中 1 三 T, 则 nr 三 T. 这 样 
E, 过 MT(rt+h’). 
令 Tt,h 习 0 时 ,有 EE, 卫 0,; 即 wu(zj,t,). 上 述 证 明 中 ,假定 了 2a4 硅 1 这 一 条 件 , 这 个 条 件 
是 不 可 省 略 的 . 
上 面 给 出 了 不 收 得 和 收 伍 的 两 个 差分 格式 . 应 注意 到 ,这 两 个 差分 格式 都 是 相 容 的 
由 此 可 以 看 出 , 收 化 性 和 相 容 性 是 两 个 完全 不 同 的 概念 . 对 于 一 个 相 容 的 差分 格式 ,这 样 
来 判别 是 否 收 敏 , 当然 太 麻烦 了 . 从 而 要 求 我 们 去 寻求 一 些 判别 差分 格式 的 收敛 准则 , 以 
后 我 们 主要 将 通过 间接 的 途径 对 几 类 问题 给 出 明确 的 回答 . 


2.4 有 限 差 分 格式 的 稳定 性 


利用 有 限 差 分 格式 进行 计算 时 是 按时 间 层 逐 层 推进 的 . 如 果 考 虑 二 层 差分 格式 ,那么 
计算 第 nn 十 1 层 上 的 值 w?*'! 时 ,要 用 到 第 nn 层 上 计算 出 来 的 结果 值 gw 人 ,zi 1 2 
而 计算 wiyw_ti U4 时 的 舍 入 误差 (包括 n= 二 0 的 情况 ,不 过 此 时 是 由 于 初始 数据 不 
精确 而 引起 的 ) 必 然 会 影响 到 ww? 的 值 . 从 而 就 要 分 析 这 种 误差 传播 的 情况 .希望 误差 的 
影 啊 不 至 于 越 来 越 大 ,以 致 掩盖 差分 格式 的 解 的 面貌 ,这 便 是 了 所 请 稳定 性 问题 . 

我 们 首先 考虑 差分 格式 (1.7) 的 稳定 性 . 即 考虑 差分 格式 


2 = wy — aA (ut — ws) 
的 稳定 性 ,其 中 1 一 六 为 网 格 比 ,假设 < 二 0. 差分 格式 从 初始 层 开 始 逐 层 计 算 , 当 初始 数据 


的 选取 存在 看 误差 时 ,考察 这 个 误差 在 以 后 计算 中 的 传播 情况 . 为 分 析 方 便 起 见 , 不 考虑 
在 逐 层 计算 过 程 中 存在 的 售 人 误差 。 假 定 初 始 效 据 误 差 的 绝对 值 为 s, 其 符号 区 蔡 地 取 
:号 和 仙 号 .利用 (2.11) 式 可 知 , 差 分 格式 的 解 在 (zj ,t,) 人 处 的 误差 为 


SA AA 


m= 二 


于 是 ,对 于 固定 的 网 格 比 A 及 a 二 0 的 情况 ,3 :分 格式 的 解 的 误差 随时 间 步 长 的 步 数 的 
增加 而 增加 . 由 此 看 出 ,初始 数据 的 误差 将 必定 掩盖 了 差分 格式 的 解 的 面貌 . 所 以 我 们 认 
为 差分 格式 (2.7) 是 不 稳定 的 . 
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下 面 用 差分 格式 
a 
A F 一 0 
来 求解 对 流 方程 初 值 问题 . 
其 中 
g(xX) 一 
0U， .上 a 广 . 


取 空 间 步 长 hh= 二 0.1, 图 2.11 中 的 (a),(b),(c) 分 别 表示 = 0.9,1.0 及 1.1 在 n= 二 9 


个 步 长 时 的 计算 结 采 . 粗 线 表 示 差 分 格式 的 解 , 细 线 表示 相应 于 该 时 刻 的 解析 解 ( 精 确 
解 ). 由 图 2. 11 可 以 看 出 , 当 4 二 0.9,1.0 时 ,用 差分 格式 计算 出 来 的 解 古 与 微分 方程 的 解 
析 解 基本 相符 合 . 而 当 4 二 1.1 时 ,差分 格式 的 解 出 现 了 振荡 ,计算 不 出 所 需要 的 解 来 .在 
实际 计算 中 , 当 计 算 时 间 越 长 ,差分 格式 的 解 振 荡 越 大 ,可 导致 计算 的 不 稳定 .上 述 计 算 例 
于 说 明 ,差分 格式 的 稳定 性 不 仪 与 差分 格式 本 映 有 关 , 而 且 还 与 网 格 比 的 大 小 有 关 . 


101.1 12 1.3 14 1.5 1.6 x 1011 12 13 14 1.5 1.6 Xx 
(b) (©) 
图 2.11 


差分 格式 的 稳定 性 在 差分 方法 的 研究 中 具有 特别 重要 的 意义 ,因此 我 们 再 稍 作 进 一 
步 的 叙述 . 这 对 以 后 建立 稳定 性 的 判别 准则 是 有 帮助 的 .下 面 主 要 考虑 初 值 问题 (包括 可 
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以 进行 周期 扩张 的 初 边 值 问题 ) 的 差分 格式 的 稳定 性 . 前 面 建立 的 差分 格式 可 以 写成 如 下 
Wi c= Ls (2.14) 
其 中 L; 是 一 个 依赖 于 rz 和 中 的 线性 差分 算 子 ,对 于 变 系 数 微分 方程 问题 ,Ls 还 依赖 于 
Xjstn. 为 书写 人 简单 , 仪 考虑 只 依赖 于 x; 而 不 依赖 i 的 情况 . 重复 应 用 (2. 14) 式 ,有 
a = TA, (2. 14) 
为 了 度量 误差 及 其 他 应 用 ,引入 范 数 


es = {3 cunt. 


1 二 一 2 


定义 2.3 设 避 有 一 个 误差 9 , 则 w? 就 有 误差 e?. 如 果 存 在 一 个 正 的 常数 ,使 得 当 
rz 和 ro ,72r 委 了 时 ,一 致 地 有 
| se | ,< Ke | ;, (2. 15) 
则 称 差分 格式 (2. 14) 是 稳定 的 . 
这 个 描述 反映 了 前 面 所 述 的 事实 , 即 计算 过 程 中 引入 的 误差 是 被 控制 的 . 
以 前 碰 到 的 差分 格式 都 是 线性 的 ,如 果 限 于 线性 差分 格式 , 则 由 差分 格式 (2.14) 可 以 
了 
从 而 有 
e? 一 Lie;. 
由 此 ,也 可 以 把 线性 问题 的 差分 格式 (2. 14) 的 稳定 性 描述 如 下 : 如 果 对 于 一 切 rt 三， 
nt 硅 T 一 人 致 地 有 
IL <K, (2. 16) 
则 称 差分 格式 (2. 14) 是 稳定 的 ,其 中 
| | = Ey | Law || 下 
利用 (2. 16) 式 及 差分 格式 (2. 14) 可知, 稳定 性 条 件 (2.16) 也 等 价 于 对 一 切 tw ,nr 近 了 
一 致 地 有 
|; SK | | ;. Ca 1 
在 线性 问题 中 ,采用 稳定 性 条 件 (2.17) 式 和 (2.15) 式 是 等 价 的 .但 在 非 线 性 问题 中 只 
能 用 (2. 15) 式 来 定义 稳定 性 . 
2.5 Lax 等 价 定理 


关于 对 流 方 程 守 十 a j=0,4a>0 的 差分 格式 (1.7) ,我 们 讨论 了 其 收 伍 性 和 稳定 性 . 
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发 现 它 既 不 收敛 也 不 稳定 . 对 于 扩散 方程 宇 一 a 7 的 差分 格式 (1 11) ,我 们 证 明了 满足 


条 件 ai 去 权时 是 收敛 的 . 前 面 还 用 差分 格式 (2. 14) 计 算 了 对 流 方 程 初 值 问题 ,发 现 ) 志 1 


时 ,差分 格式 可 以 稳定 计算 并 得 到 较 好 的 结果 . 而 当 A 二 1 时 ,得 不 到 初 值 问题 的 近似 解 . 
可 以 得 出 ,此 时 用 差分 格式 (2.14) 来 计算 既 不 收敛 也 不 稳定 . 因此 ,自然 要 问 , 差 分 格式 的 
收敛 性 和 稳定 性 之 间 是 否 存 在 看 一 定 的 联系 ? Lax 在 1953 年 给 出 了 它们 的 关系 . 

定理 2. 1(Lax 等 价 定理 ) 给 定 一 个 适 定 的 线性 初 值 问题 以 及 与 其 相 容 的 差分 格 
式 , 则 差分 格式 的 稳定 性 是 差分 格式 收敛 性 的 充分 必要 条 件 . 

定理 的 证 明 请 参考 文献 [22]. 

这 个 定理 无 论 在 理论 上 还 是 在 实际 应 用 中 都 是 十 分 重要 的 . 一般 来 说 ,要 证 明 一 个 差 
分 格式 的 收敛 性 是 比较 困难 的 . 而 判别 一 个 差分 格式 的 稳定 性 , 则 有 许多 方法 及 准则 可 
用 ,因此 在 某 种 程度 上 来 说 是 比较 容易 的 .有 了 Lax 等 价 定 理 , 则 收敛 性 和 稳定 性 同时 得 
到 解决 . 

使 用 这 个 定理 时 必须 注意 其 条 件 ,我 们 再 着 重 说 明 一 下 . 

(1) 考虑 的 问题 是 初 值 问 题 , 并 包括 周期 性 边界 条 件 的 初 边 值 问题 . 

(2) 初 值 问 题 必须 是 适 定 的 , 适 定 性 概念 可 按 第 1 章 第 2 节 的 叙述 来 理解 . 

(3) 初 什 问题 是 线性 的 ,关于 非 线性 问题 可 能 无 这 样 简 清 的 关系 . 

在 应 用 中 ,差分 格式 的 相 容 性 是 容易 验证 的 ,只 要 使 其 截断 误差 趋 于 0 就 可 以 了 .有 
了 Lax 等 价 定 理 , 我 们 可 以 着 重 于 差分 格式 的 稳定 性 的 讨论 ,一 般 不 再 讨论 收敛 性 问题 . 
差分 格式 一 旦 具有 稳定 性 ,就 可 以 用 差分 格式 计算 出 偏 微 分 方程 的 近似 解 来 . 
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在 第 2 节 中 已 给 出 了 差分 格式 稳定 性 的 概念 ,如 果 要 按 稳 定性 的 定义 来 直接 验证 革 
个 差分 格式 的 稳定 性 ,往往 比较 复 洒 . 对 于 线性 稼 系数 但 微分 方程 初 值 问题 可 以 用 
Fourier 变换 来 进行 求解 和 研究 . 由 这 类 偶 微 分 方程 初 值 问 题 构 造 出 来 的 差分 格式 也 是 稼 
系数 差分 格式 .我 们 将 Fourier 方法 应 用 到 这 类 差分 格式 上 ,可 以 得 到 硅 干 便于 应 用 的 判 
别 差 分 格式 稳定 性 的 准则 .但 实际 应 用 中 ,Fourier 方法 的 适用 范围 还 要 广泛 ， 
3.1 Fourier 万 法 
我 们 以 对 流 方程 的 初 值 问 题 
9u 
a 4 TER,t0, 


gu 


十 挛 
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的 差分 格式 (1.9) 为 例 进 行 讨 论 . 注 意 到 (1.9) 式 可 以 写成 
Ws 
z (1. 9) 
(i — gj; 一 Pa 
其 中 的 解 w? 及 初 值 g (zx;) 只 是 在 网 格 点 上 有 意义 . 
为 了 应 用 Fourier 方法 进行 讨论 ,必须 扩充 这 些 函 数 的 定义 域 , 使 得 它们 在 整个 实 轴 
及 上 都 有 定义 . 令 


U(x,t,) 二 = us; 和 i 二 他 -小 十 二 


Dz) — g(t) oi—F r+ 
这 样 ,U(Zx,t,) ,B(x) 对 任意 xXER 都 有 定义 了 .这 里 使 用 大 写字 母 U,@ 仅 为 区 别 于 微分 
方程 初 值 问 题 中 使 用 的 小 写字 母 u,g. 由 此 ,(1.9)' 式 可 以 写 为 
U(xstin) = Urst) — AlU(rst) — U(r—h,t,)|. (3.1) 
显然 ,上 式 对 于 (zx,t) 二 (zj; st,) 有 意义 . 而且 对 任意 xER ,上 式 也 是 有 意义 的 .对 (3. 1) 式 
两 边 用 Fourier 积分 来 表示 ,可 以 得 到 
| U(k,t,n)e* dk= 要 U(k,t,)e™ dk 
/DN -~ sn] . i sn 
| J ew 1 也 Crh) 7 
lo| UC(k,t,)e™” dkCO— | Ut(k,t,)e dk 
0 


四 ] | va, a 1 .Wr 了 7 
二 一 一 一 JR 1 一 ao (1 一 ee ) |e*dk. 
a AN 


由 此 得 出 
UCkstan) = [1—al(l—ew)]U,t,). (3. 2) 
上 面 推导 方法 可 以 推广 到 一 般 形式 的 差分 格式 (2. 14)'( 限 于 常 系数 情形 ) ,可 以 得 到 
UCkst nn) = G(r, kU CE,t,). (EE 


上 式 中 因子 G(z,k) 称 为 增长 因子 . 显然 ,差分 格式 (1.9) 的 增长 因子 为 
G(rsk) = 1—a(l—ew), 
上 式 等 号 右边 中 及 可 以 通过 t 和 A 来 表示 . 
由 于 增长 因子 G(rt,k) 不 依赖 于 时 间 层 n, 因 此 由 (3.3) 式 可 以 得 出 
UCk,t,) = [G(r,k) JUCE,to). 
如 果 增 长 因子 G(r,k) 的 任意 次 第 是 一 臻 有 界 的 ,并 设 其 界 为 KK, 则 应 用 Parseval 等 式 有 


| UG,) | -| zzz)|?zdz = | UCk,t,) |*dk 


<K'| UG) d= KUG)N?. 
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再 次 应 用 Parserval 等 式 有 
IUCGDI EK’ Uw) | ". 
由 U(xz,t,) 的 定义 可 知 有 
| ;Klw |;. 
由 此 得 到 ,党 系数 的 差分 格式 (2.14) 是 稳定 的 . 同样 地 应 用 Parserval 等 式 , 可 以 证 明 , 如 
果 差 分 格式 (2.14) 为 常 系数 的 ,那么 差分 格式 的 稳定 性 可 以 推出 其 增长 因子 G(r,k) 的 
任意 次 蜂 是 一 致 有 界 的 . 这 样 就 得 到 了 下 面 的 重要 绪论 . 
常 系数 差分 格式 (2. 14) 稳定 的 充分 必要 条 件 是 存在 常数 ro 二 0, 开 二 0 使 得 当 tr， 
MT 了 ,ER 时 ,有 
[sr | KK. (3. 4) 
稳定 性 概念 及 相关 的 Fourier 方法 的 推导 改 可 以 推广 到 线性 第 系数 差分 方程 组 . 考 
卡拉 述 静止 气体 中 小 扰动 (声音 ) 传 播 现象 的 常 系 数 线性 偏 微 分 方程 组 


gu co ao _ 0 


Dr by Dr 
(3. 5) 
a a 
其 中 ww 和 46 分 别 表示 扰动 后 的 质点 速度 和 密度 ,p。 和 c 为 正常 数 ,表示 未 受 扰动 时 静止 
气体 的 密度 和 音速 ,如果 给 定 初 人 
u(XT,0) = vx), DZ 0) 一 CT)， (3.6) 
则 (3.5) 式 和 (3.6) 式 就 构成 了 一 个 初 值 问 题 .对 (3.5) 式 可 以 建立 差分 方程 组 
WwW 0 Ono 
T I 2h 
入 十 1 如 1 n 
i Md 
J 
此 式 也 可 以 改写 为 
.2 
7 207 T Cn (pm 一 中 ) 


i 2 万 po 
入 十 1 


丰 ” 一 谓 一 2 ( & 计 1 一 Uj-1 ) 
如 果 令 如 = 二 [w? ,oj]7, 则 上 面 方程 组 可 以 写 为 


0 工 co 0 工人 c 
Zh oo z 2h oo 
z 二 U1 十 到 十 Wi. 
T T 
ho” “ on ' 


采用 平移 算 子 工 ,上 式 也 可 以 与 为 
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1 
i 一 > 4。 了 Mi ， 
在 一 一 
其 中 
0 TO 
zh poo 
A 一 A, === ,入 一 一 冰 .， 

一 0 0 
2h" 


对 于 一 般 的 差分 方程 组 可 以 写 为 


{ 
和 > A, xisT) Tu’, 


在 一 一 ! 
其 路 ER? ,A,(X,T)ER??. 由 于 hh 二 g(7), 即 hh 和 zc 满足 一 定 关 系 , 故 在 A。(x,7T) 中 仪 标 
由 过 
[ 
CUZ , 工 ) >》 Ax, ep” * 


可 一 一 上 


则 有 
Wt = Es Ey 
其 中 C(xzj ,7) 称 为 差分 算 子 ,上 式 称 为 一 个 差分 格式 ( 隐 含 了 初 值 问 题 的 初 值 离散 ). 
由 (3.7) 式 可 以 得 出 
wu = [CCziyr) us. 
如 果 C(xz; ,如 不 依赖 于 xz; , 即 为 常 系数 差分 方程 组 , 则 可 利用 Fourier 积分 得 到 
UCR ai) = Gr, RU CE,,), 
UCk,t,) = [G(r,k) JU CE ,to), 
其 中 UGk,t,)ER?,G(t,k)E RX?, 称 G(rt,k) 为 增长 矩阵 ,由 于 在 具体 应 用 中 ,增长 矩阵 和 
增长 因子 不 会 混淆 ,所 以 我 们 采用 了 相同 的 记号 . 
类 似 于 一 个 差分 方程 的 情况 ,我们 有 如 下 的 结论 : 
差分 格式 (3.7) 稳 定 的 充分 必要 条 件 是 存在 常数 mn, 下 使 得 当 z 委 mazr 和 了 工 及 所 有 
ER 有 
| G(r,)" | < K, (5 古 
其 中 和 矩阵 范 数 可 用 任何 一 种 范 数 . 


3.2 判别 准则 


首先 给 出 von Neumann 条 件 
定理 本 1 差分 格式 (3. 7) 稳 定 的 必要 条 件 是 当 TT ,NT 下 ,对 所 有 kE 民有 
| A; (G(rt,k)) | 过 ] 十 Mr， 了 人 上 (3. 9 ) 
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其 中 4(G(rt,k)) 表 示 G(rt,k) 的 特征 值 ,M 为 常数 . 
证 明 由 差分 格式 稳定 可 以 得 出 
| GR) | SK, tw,mr ST,EER, 
用 p 表示 和 拖 阵 谱 半 径 ,利用 谱 半 径 与 范 数 的 关系 
po(G(Cr,R)) = o(Gr,k)" )R | GCr,k)" | . 


从 而 得 到 
po(G(r,k) )" < K. 
不 妨 设 ,K 三 1, 则 有 
po(G(rt,k) ) 5 0 二 7 二 
特别 地 


po(G(rt,k) ) 和 KT，0 一 rz 所. 
对 于 0 一 r<m 中 的 r, 表 达 式 KF 以 形 如 1 十 kr 的 一 个 线性 表达 式 为 界 , 见 图 2. 12. 
由 谱 半 径 的 定义 可 得 


先 引 入 正规 矩阵 的 概念 , 设 AEC”",A’ 为 其 
, 2。 -共生 转 置 矩 阵 . 如 果 44 二 A* A, 则 A 称 为 正规 抵 
阵 . 对 于 正规 窍 阵 4 有 |4|1 :=o(4), 即 4 的 2- 范 
数 等 于 其 谱 半 径 . 由 此 得 到 下 面 的 定理 . 
定理 3.2 如 果 差 分 格式 的 增长 矩阵 G(r,&) 是 正规 定 阵 , 则 von Neumann 条 件 是 差 
分 格式 稳定 的 必要 且 充 分 条 件 . 
证 明 只 证 von Neumann 条 件 是 差分 格式 稳定 的 元 分 条 件 . von Neumann 条 件 为 
p(G(t,k) ) 和 1 十 Mr, 由 此 得 
[GCspR)" 1 过 | Gcr) N= [LoGO RY)TEAI+M)" SI+MI) EK, 
所 以 差分 格式 稳定 . 
推论 1 当 G(r,k) 为 实 对 称 和 矩阵 , 西 算 阵 , Hermite 矩阵 时 ,von Neumann 条 件 是 差 
分 格式 稳定 的 充分 必要 条 件 . 
推论 2 当 p==1 时 , 即 G(rt,k) 只 有 一 个 元 系 , 则 von Neumann 条 件 是 差分 格式 稳定 
的 充 要 条 件 . 
定理 3.3 如 采 人 存在 稼 数 人 ,to 使 得 
GCk) | 三 1 二 Kr, 0 二 tr 过 vo， 


KF GCsk)) 去 1 二 Mr. 
| 条 件 (3.9) 被 称 为 von Neumann 条 件 . von 
| Neumann 条 件 是 稳定 性 的 必要 条 件 . 其 重要 性 在 
| | 于 很 多 情况 下 ,这 个 条 件 也 是 稳定 性 的 充分 条 件 . 
| 
| 


图 2.12 
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则 差分 格式 是 稳定 的 . 
定理 3.4 如 果 G* (tr,k)，G(rt,k) 的 特征 值 mp 满足 | | 三 1 十 Mr,j 二 1， 
2,…' 力 ,0 二 rz 和 om ; 则 以 G(rt,k) 为 增长 矩阵 的 差分 格式 是 稳定 的 . 
此 定理 的 证 明 只 要 注意 到 上 G(rt,k) | ;二 Vp(G* (zt,k)，G(rt,k)) 就 可 以 了 . 
定理 3.5 如 果 对 于 rt 三 zw ,RER ,存在 非 奇异 矩阵 SC(z,k) 使 得 
S (tr,k)G(rT,Ek)S(t,k) = A(r,k), 
其 中 A(rt,k) 是 对 角 阵 . 并 存在 与 5,k 无 关 的 第 数 C 满足 
SCr,k) ,CcC, | Ss (rk) | 委 C， 
则 von Neumann 条 件 是 差分 格式 稳定 的 充分 条 件 . 
证 明 利用 定理 条 件 , 有 
G(rt,k) = S(t,k)A(rT,E)S ' (rt,k), 


重复 使 用 上 式 , 有 
G(T,k)" = S(t,k)A(r,Rk)S (rt,k). 
由 von Neumann 条 件 知 
[NACok) | 过 1 十 Me ， 1= 1,2,.…,p. 
利用 4(Czr,R) 为 对 角 阵 ,立即 得 
1 4ACr,E) 1 一 po(4ACrR)) 反 1 十 Mr. 
因此 有 
[a a Ed a 二 过 了 
所 以 差分 格式 稳定 . 
下 面 氢 述 两 个 判别 稳定 性 的 充分 条 件 ,它们 在 很 多 情况 下 使 用 比较 方便 . 由 于 证 明 较 
为 元 长 ,我们 省 略 其 证 明 ,有 兴趣 的 读者 可 分 别 参 考 L21] 和 [L191]. 
定理 3.6 如 果 对 于 0 一 r 一 nm ,一 切 kER ,增长 矩阵 G(r,k) 的 元 素 有 界 , 并 日 
[AD (GCr,k)) |1l1+M, 
Te |e LD 
则 差分 格式 是 稳定 的 . 
定理 3.7 如 果 G(rt,k) 二 G(o) ,其 中 0 二 kh,h 二 一 或 h Ey 为 网 格 比 ,并 对 于 任 
意 给 定 的 cER ,下 列 条 件 之 一 成 立 : 
(1) G(o) 有 pp 个 不 同 的 特征 值 ; 
(2) Gw (0) 二 7y,1 ,1 二 0,1,…,s 一 1,G‘$ (oc) 有 p 个 不 同 特征 值 ; 
(3) po(G(o) ) 一 1. 
则 von Neumann 条 件 是 差分 格式 稳定 的 充分 必要 条 件 . 
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3.3 例子 

应 用 增长 矩阵 的 特征 值 估 计 来 判别 差分 格式 的 稳定 性 是 简单 且 应 用 很 广 的 方法 .为 
此 我 们 列举 一 些 具 体例 子 进行 讨论 . 

例 3.1 讨论 通 近 对 流 方程 (1. 1) 


J ag =0 
的 显 式 格式 (1. 10) 
~ RTl1l __ in 四 
= - ta ss . 
的 稳定 性 . 
首先 将 上 面 差分 格式 变形 为 
wn tl = 1 AW WwW ), (3. 10) 


其 中 4 一 三 为 网 格 比 . 再 把 定义 在 网 格 点 上 的 函数 的 定义 域 按 通常 办 法 进行 扩充 , 即 当 
ER i 
zE (如 一 和 ,十 名] 时 ,w(x) 一 汉 ,这 样 就 有 
PT 二 LI YY — NRF. aA n 9 nr | 
u” (xX)=u (TI (Ts 
对 上 式 两 边 做 Fourier 变换 ,有 
Uk) = Uk) 一 [ew — ew JU"(k). 


可 得 增长 因子 
G(TE) 一 ] 一 (em —e™)= 1— aAi sinkh. 


由 此 得 到 
G(r,k) |? 一 1 十 a212 sin:kh. 
当 sinkh 关 0 时 ,不 管 怎样 选取 网 格 比 和 ,总 有 |GGCr,k) | 二 1. 这 样 不 满足 差分 格式 稳定 的 
必要 条 件 von Neumann 条 件 , 所 以 差分 格式 (1.10) 是 不 稳定 的 . 
对 于 具体 问题 ,增长 因子 (或 增长 矩阵 ) 是 容易 计算 的 . 实际 上 只 要 取 忆 二 Ve™w ,代入 
相应 的 差分 方程 ,再 把 公 因 子 消 去 , 束 可 以 得 到 增长 因子 (或 增长 矩阵 )G(r,k). 我 们 以 上 
面 差 分 格式 为 例 来 求 增 长 因子 . 令 避 一 ve 四 ,把 它 代 入 差分 格式 (3.10) 有 


-+Leitih 一 1 一 人 = "ew. 


2 
消去 公 因 子 ew ,可 以 得 到 
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WP 1 (em —e™ ) | 


因此 得 到 增长 因子 G(r,k) -1 一 从 (ew 


增长 因子 的 方法 容易 . 
例 3.2 考虑 对 流 方程 (1.1) 的 差分 格式 (1. 9) 


e 和 ), 显 然 这 个 方法 比 直接 用 Fourier 变换 求 


i 
T h 
的 稳定 性 . 
和 完 把 差分 格式 改 瑟 为 
uw = Wa (uu ). 
令 如 三 Ve ,并 将 它 代 入 上 式 束 得 到 
Vll ew 一 vewh — aAv” (1—e ew. 
消去 公 因 了 于 有 
一 [1 一 以 (1 一 e 兴 mo". 
由 此 得 增长 因子 
GTRE) = 1—aA(l—e™)=1— a(l— coskh)— ai sinkh, 
所 以 有 


[G(r,k)|? =[1—ai(l Om coskh)]’ 十 a212 sin:kh 


=(1—2a sin’ « 名] +4a sin? 分 (1 一 sin 人 


SE 3 


如 果 aX 三 1, 则 有 |G(r,k) | 三 1, 即 von Neumann 条 件 满 足 , 利 用 定理 3. 2 的 推论 2 知 差 
分 格式 (1.9) 在 条 件 a4 硅 1 之 下 是 稳定 的 . 
例 3.3 考虑 扩散 方程 (1.3), 即 
gu a 92 


di gr a 人 0 
的 隐 式 差分 格式 (1. 14), 即 
和 一 时 了 人 _ 0 
的 稳定 性 . 
先 把 差分 格式 变形 为 


wo To ln = Wy 


其 中 ks 令 w= 二 wrewt ,并 把 它 代 入 上 面 方 程 并 消去 公 因 子 eV ,容易 求 出 (1. 14) 式 的 
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增长 因子 为 


1 十 4aa sin 


六 
2 
由 于 a 记 0, 所 以 对 任何 网 格 比 4 都 有 |1G(r,k) | 三 1. 由 定理 3.2 的 推论 2 知 , 差 分 格式 
(1. 14) 是 稳定 的 . 
例 3.4 讨论 通 近 扩散 方程 (1.3) 的 Richardson 差分 格式 
uw = + 2a (ui — 2 + up) 


的 稳定 性 ,其 中 4 一 二 
注意 到 ,这 是 一 个 三 层 差 分 格式 .讨论 这 种 类 型 的 差分 格式 的 稳定 性 ,一 般 先 化 成 与 
其 等 价 的 二 层 差 分 方程 组 .Richardson 差分 方程 的 等 价 的 二 层 差 分 方程 组 为 
= 


如 果 令 到 二 [ww ,wr ], 则 上 面 的 方程 组 可 以 写成 


2aA 0 —4a 1] 2aA 0 
WU? Un xz 十 | 六 1 . 
U 0 ] U Vy 0 


设 芭 二 wv”"e”w ,将 它 代 入 上 式 并 消去 公 因 子 e 他 ,可 以 得 


0 
vy "+1 一 2 UV" 


] 0 
因此 增长 和 矩阵 为 
8an sin Rh 1 
(G(T,k) 一 本 
] 0 
其 特征 值 为 
重 
As 一 一 4 sin- 和 十 @ 二 16a:A’ sin! 和 . 
取 
1 
Li 一 一 4 sin’ 池 一 E 十 16cw A” sin’ 笃 | ， 
则 有 


kh 
-A 


由 此 可 知 破坏 了 von Neumann 条 件 , 所 以 Richardson 格式 是 不 稳定 的 . 


i | 二 1 十 4aX sinm 一 
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上 面 我 们 用 Fourier 方法 考察 了 一 些 差分 格式 的 稳定 性 ,并 用 具体 例子 说 明了 此 方 
法 在 方程 组 上 的 应 用 . 可 以 发 现 , 有 的 差分 格式 ,如 例 3. 2, 在 条 件 aX 夺 1 之 下 才 是 稳定 
的 .有 的 格式 ,如 例 3.3, 对 任何 网 格 比 都 是 稳定 的 . 而 有 的 格式 ,如 例 3.1 和 例 3.4, 对 任 
何 网 格 比 都 是 不 稳定 的 。 为 了 区 别 这 几 种 情况 ,我 们 称 第 一 种 情况 的 差分 格式 是 条 件 稳 
定 的 . 称 第 二 种 情况 的 差分 格式 是 绝对 稳定 的 或 无 条 件 稳 定 的 . 最 后 一 种 情况 的 差分 格式 
称 为 绝对 不 稳定 的 ,也 称 为 无 条 件 不 稳定 的 . 上述 一 些 例子 也 给 我 们 一 个 启示 ,对 差分 格 
式 进 行 分 析 是 非常 必要 的 . Richardson 格式 虽然 精度 为 二 阶 的 格式 ,但 无 实用 价值 . 在 实 
际 应 用 中 ,首先 要 排除 不 稳定 的 差分 格式 (由 于 实际 情况 的 复杂 ,只 能 比较 近似 地 进行 ). 
其 次 寻找 稳定 性 限制 较为 弱 的 差分 格式 . 当然 最 好 是 无 条 件 稳 定 的 差分 格式 ,但 由 于 各 种 
条 件 的 限 约 未 必 全 是 合算 的 . 重要 的 是 对 具体 问题 ,选择 怎样 格式 要 作 具 体 分 析 . 总 之 ,对 
一 个 差分 格式 进行 稳定 性 分 析 是 很 必要 的 . 
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研究 差分 格式 稳定 性 的 方法 很 多 ,我们 在 本 蔬 中 不 一 一 进行 讨论 . 而 仅 对 Hirt 启示 
性 方法 .直接 方法 (或 称 德 阵 方法 ) 以 及 能 量 方法 稍 作 讨论 . 特别 是 能 量 方法 仅 用 傈 单 例 子 
说 明 其 思想 . 进一步 讨论 可 见 L22j. 


4.1 Hirt 启示 性 方法 


Hirt 启示 性 方法 是 一 种 近似 分 析 方 法 . 主要 是 把 差分 格式 在 某 确定 点 上 作 Taylor 级 
数 近 似 展 开 ,把 高 阶 误差 略 去 ,只 留 下 最 低 阶 的 误差 项 . 如 果 差 分 格式 是 相 容 的 ,那么 这 样 
得 到 的 新 的 微分 方程 ( 称 之 为 第 一 微分 近似 或 修正 微分 方程 ) 与 原来 的 微分 方程 相 比 只 增 
加 了 一 些 含 有 小 参数 的 较 高 阶 导数 的 附加 项 . Hirt 方法 就 是 利用 第 一 微分 近似 的 适 定 性 
来 研究 差分 格式 的 稳定 性 . Hirt 方法 的 判别 准则 是 这 样 的 : 如 果 第 一 微分 近似 是 适 定 的 ， 
那么 原来 微分 方程 的 差分 格式 是 稳定 的 ,否则 是 不 稳定 的 . 其 实 所 述 的 差分 格式 是 原来 微 
分 方程 问题 的 相 容 的 差分 格式 ,那么 也 可 以 看 作 第 一 微分 近似 问题 的 相 容 的 差分 格式 . 如 
果 第 一 微分 近似 问题 是 不 适 定 的 ,那么 它 的 差分 格式 将 不 稳定 . 

考虑 对 流 方程 (1.1), 即 


ou du 
的 差分 格式 (1.9), 即 
uj 入 uj 二 ea Uj ti 1 0. 
下 1 
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A _ "hr 
h | 区 


Wrstati) — Wyst) _ 
TT 


#] 十 OC?)， 


= [ 邓 可 十 一 5 [| 十 OCr). 
利用 对 流 方 程 (1. 1) ,有 


因此 ,在 点 (zj,t,) 上 ,由 差分 方程 (1.9) 可 以 得 到 


Au ,ou [ah ou 9 
元 4 3 人 2 5 j 洒 +oc EE 
略 去 高 阶 误差 项 ,得 出 第 一 微分 近似 

on ou i | 

gr 1 4 a oh QT ) 本 


要 使 上 面 的 抛物 型 方程 有 意义 ,必须 有 
> 0) 


而 上 面 的 不 等 号 改 为 等 号 , 则 就 化 为 原来 的 对 流 方程 . 在 这 两 种 情况 下 ,相应 的 问题 是 适 
定 的 . 即 第 一 微分 近似 适 定 的 条 件 是 

2 一 Cr) 之 0 
由 此 得 出 差分 格式 (1.9) 的 稳定 性 条 件 是 wu 过 1, 其 中 4 二 二 .此 论 与 Fourier 方法 分 析 


得 到 的 绪论 是 一 致 的 . 
下 面 我 们 再 来 分 析 通 近 对 流 方程 (1. 1)( 仍 设 < 二 0) 的 关 分 格式 (1.7) , 即 


i ek 
a / 
的 稳定 性 . 仿 上 面 推导 可 以 得 到 它 的 第 一 微分 近似 是 
ou ou A 8 gin 
FE a a7 = sh 十 ar) 5 


可 以 看 出 5 考 的 系数 小 于 0, 因 此 第 一 微分 近似 是 不 适 定 的 ,从 而 推出 差分 格式 (1.7) 是 不 


稳定 的 . 此 结论 与 第 3 节 中 分 析 的 结论 是 一 致 的 . 
Hirt 启示 性 方法 也 适用 于 微分 方程 组 的 情况 ,我 们 就 不 作 讨 论 卫 .或许 Hirt 启示 性 
方法 的 最 大 好 处 是 可 以 对 非 线 性 问题 进行 分 析 , 从 而 得 出 近似 的 稳定 性 条 件 . 


4.2 直接 方法 
关于 抛物 型 方程 初 边 值 问题 的 差分 格式 的 稳定 性 问题 ,可 以 用 直接 方法 (或 称 矩 阵 方 
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法 ) 来 研究 .下面 用 具体 例子 来 说 明 这 个 方法 的 基本 思想 及 使 用 方法 . 
考虑 常 系数 扩散 方程 的 初 边 值 问题 


gu 口 2 1 


MK(TyO) 一 uo (TX), E EE (0st)s (4, 2 ) 
WOst) = wllst) =0, tt > 0. (4. 3) 


采用 显 陈 差分 格式 来 远近 , 即 


+1 
人 UH 一 7 下 


站 让 ， n>0,7j = 二 1,2,…,J 一 1， (4. 4) 
xz = uo (zx;), j=1,2,…,J—1, (4. 5) 
us = ul = 0， n>0， (4.6) 
其 中 Jh==7. 先 把 差分 方程 (4. 4) 写 成 
uy! 一 Cai 十 (1 一 2 几 )z 十 aa， 一 1;2,…， 三 一 1， (4.7) 
其 中 4 二 >z. 可 以 把 (4.7) 式 写成 向 量 形式 , 即 
ur 1 一 2aA CA 上 2 
?3 1 aA 1 一 2aA CA wu 0 
: | 一 (和 1 一 2 …. : | 十 以 | ; |. (4.8) 
i 1 2 CA UT_2 0 
| rt a 1—2a zt Ws 


2 "TT 
MK 二 (2 12 » U1 ) ' 


并 考虑 到 好 三好 一 0, 则 (4.8) 式 可 以 写成 


uw" = An", (4. 9) 
其 中 
| CA 
CA 1 一 CA 
和 A= CA 1 一 2 …. 3 
本 A 
aa 1l1—2a 


从 显 式 格式 出 发 ,得 到 方程 组 (4.9). 但 对 于 (4. 9) 式 ,也 可 以 理解 为 较为 一 般 的 形 
式 , 即 对 于 通 近 初 边 值 问题 (4.6) 的 其 他 二 层 格 式 也 可 以 化 为 (4. 9) 式 的 形式 . 当然 此 时 
4 不 是 (4. 10) 式 所 表示 的 形式 .如 和 朱 差 分 格式 是 二 层 隐 式 格式 , 则 4 为 召 ” C 这 种 形式 . 
因此 (4. 9) 式 这 种 形式 可 理解 为 既 包 含 二 层 显 式 格 式 又 包含 二 层 隐 式 格式 的 较为 一 般 
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形式 . 
引入 误差 向 量 z*==w" 一 w" ,其 中 w" 是 差分 方程 (4.9) 的 精确 值 (理论 值 ) ,w" 是 差分 方 
程 (4.9) 经 数值 求解 得 到 的 值 ( 包 括 了 舍 入 误差 等 ). 显然 ,z” 满足 
A (4.11) 
从 而 推出 
.A (4. 12) 
差分 格式 (4. 9) 的 稳定 性 就 要 求 
lz*|| 过 KK,， n 主 0,， (4. 13) 
其 中 中。 | 为 向 量 的 2- 范 数 . 由 于 
Iz*|| 所 A*|。. zx |,， 
因此 (4.13) 式 成 立 的 充分 必要 条 件 为 
1 4 1 过 M (4. 14) 
上 述 采 用 2- 范 数 , 当 然 也 可 以 采用 其 他 类 型 的 范 数 . 
对 于 稳定 性 条 件 (4. 14) ,可 以 仿 Fourier 方法 中 的 推导 ,得 到 一 些 结论 : 
(1) 谱 半 径 条 件 
0(4) 过 1 十 Mr (4. 15) 
是 差分 格式 稳定 的 一 个 必要 条 件 ,其 中 M 为 常数 . 
(2) 如 果 和 矩阵 4 是 一 个 正规 矩阵 , 则 (4. 15) 式 也 是 差分 格式 稳定 的 一 个 充分 条 件 . 
下 面 讨 论 差分 格式 (4.9),(4. 10) 的 稳定 性 .和 矩阵 (4. 10) 是 对 称 和 矩阵 . 所 以 只 要 使 条 件 
(4. 15) 成 立即 可 . 现在 来 计算 4 的 特征 值 . 
邻 (J 一 1) 阶 方 阵 


则 4 可 以 表示 为 
4 一 (1 一 2m)T 十 AS 
其 中 械 为 (J 一 1) 阶 单位 矩阵 . 由 此 可 知 ,关键 是 求 出 $ 的 特征 值 . 
设 y7 和 mw 一 (oaz，… wj-1) 分 别 为 $ 的 特征 值 和 特征 问 量 ， 
Sw 一 yw. 
写成 分 量 的 形式 有 
(a i (4. 16) 


[wo = Tw 一 
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先 求 出 w;, 表 定 出 S 的 特征 值 7Y. 由 于 5S 为 对 称 和 矩阵, 所 以 其 特征 值 7 为 实数 .由 
Gerschgorin 定理 知 ， 
J 一 1 
| 7 一 到 | 过 二 | sy; 区 
5 
其 中 为 矩阵 SS 的 元 素 . 由 此 得 到 |y| 所 2. (4. 16) 式 的 第 一 式 为 常 系数 线性 差分 方程 . 设 
其 解 具 有 如 下 形式 : 
嘱 一 严 ， 玫 天 0. 
将 它 代 入 (4. 16) 式 的 第 一 式 , 便 得 到 关于 w 的 一 元 二 次 方程 
-—Yhtl=0. 
此 方程 称 为 (4. 16) 式 的 第 一 式 的 特征 方程 .由 于 zj 和 2, 所 以 其 解 为 


其 中 i== v 一 1. 可 以 看 到 
ae= 人 (二 +I-( 垃 ]) =1 


取 cosyg 一 性,sing 一 ， /一 二] ; 则 二 e**. 因此 差分 方程 (4. 16) 的 解 可 以 表示 为 
wi; 一 aiew# 十 are 7, 7)=0,]1,.…,J. 
巾 YL 二 0 ,得 到 ai 十 az 一 0. 再 由 ZJ 一 人 ,得 到 aie ?十 as e 9 二 0, 从 而 有 


as (er — er )= 0. 


由 此 推出 az SinJ 9= 0. az 天 0, 有 Jo=kn,k=1,2, a i 所 以 得 到 p 一 了 x， 可 以 得 到 


N=2cos 了 注意 到 = 了, 则 S 的 特征 值 为 yi 二 2coskhx. 从 而 得 到 A 的 特征 值 为 
Gs = 1— Za Zadcoskhr = 1— 4adsin k= lB) — 1 
当 aX 志 万 时 ,p(4)<<1. 因此 显 式 格式 的 稳定 性 条 件 为 4 三 


2 
下 面 讨论 隐 式 格式 
Ci de 
人 


r / h* 


的 稳定 性 . 
可 以 把 隐 式 格式 写成 回 量 成 形 
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uw!= Bw, 
其 中 必 二 (ww ,ww_1)T,B 二 (十 2aXW)1 一 aXS. 利用 前 面 已 求 得 的 S 的 特征 值 ,可 以 得 
出 B 的 特征 值 
ui(B) 一 1 十 2 一 GAAS S) 

一 1 十 2 一 叹 2cosRRT 

1 十 ZL 一 Cos 了 三 12 一] 
由 此 可 知 ,ya(B) 放 1, 从 而 有 p(B 一 1. 注 意 到 吾 为 对 称 定 阵 ,所 以 再 7! 也 为 对 称 和 矩阵 . 
利用 百 接 方法 结论 (2) ,扩散 方程 隐 式 格式 是 无 条 件 稳 定 的 . 

从 上 面 叙 述 看 来 ,利用 下 接 方 法 来 分 析 抛 物 型 方程 的 初 边 值 问题 的 差分 格式 并 不 困 
难 . 但 在 实际 应 用 中 却 存在 着 一 定 的 限制 .上 面 讨论 稳定 性 的 两 个 例子 中 是 依据 了 特殊 算 
阵 $ 才 求 出 了 (J 一 1) 阶 矩阵 A,B-! 的 特征 值 . 一般 来 说 ,计算 高 阶 矩 阵 的 特征 值 是 相当 
困难 的 ,因此 下 接 方法 应 用 也 就 很 困难 了 . 

4.3 能 量 不 等 式 方 法 

在 讨论 线性 常 系数 差分 格式 的 稳定 性 问题 时 ,建立 了 判别 差分 格式 的 稳定 性 准则 ,从 
而 比较 容易 地 判断 一 些 差分 格式 的 稳定 性 ,但 对 于 变 系 数 问 题 和 非 线 性 问题 ,一般 不 能 采 
用 Fourier 方法 和 和 卫 接 法 来 讨论 差分 格式 的 稳定 性 . 而 对 于 上 述 这 些 问 题 , 能 量 不 等 式 方 
法 是 研究 差分 格式 稳定 性 的 有 力 工 具 . 用 能 量 不 等 式 方法 讨论 差分 格式 稳定 性 是 从 稳定 
性 的 定义 出 发 ,通过 一 系列 估计 式 来 完成 的 . 这 个 方法 是 偏 微 分 方程 中 常用 的 能 量 方法 的 
离散 模拟 ,在 此 我 们 仅 通 过 例子 叙述 其 基本 思想 ,进一步 全 究 论述 ,已 超出 本 书 范 围 . 

考虑 变 系 数 对 流 方程 的 初 从 问题 

| rE€ER, 0<t<T, 
9 9 工 (4. 17) 
[u(rz,0) = g(x), Ek 
假定 a(x,t) 宇 0. 建立 差分 格式 


天 十 1 于 搞 天 
Et; ” 电 ; [| 
J J -as J | 0 ， 


_ (4. 18) 
uj 一 g(X;) . 
其 中 二 a(xj;,t,). 下 面 用 能 量 不 等 式 方法 来 讨论 这 个 差分 格式 的 稳定 性 . 先 把 它 改 变形 
式 为 


Nl nN 
u? 二 ui — aiA(u? — Wii), 


其 中 4 二 为 网 格 比 .用 wt1! 乘 上 式 的 两 边 , 得 


(20) = (1— a wu Tau. 


如 果 4 满足 条 件 
(maxa’)A 去 1， (4. 19) 
则 有 
0 
1 和 (十 人 (2 
移 项 得 


0) bead tal(ma). 


|w” | = > (wu?)°h, 


jj 一 一 co 

则 有 
上 芝士 3 Ca 

了 一 一 65 

如 宋 
CC (4. 20) 
则 有 
上 上 和 受 (1 二 ce) ae 2. 

由 此 可 得 


witer) "ww lie lw, ar 委 工 . 
由 于 问题 是 线性 的 ,因此 上 述 不 等 式 就 证 明了 差分 格式 (4. 18) 的 稳定 性 . 由 此 看 出 ,条 件 
(4. 20) 是 微分 方程 问题 中 给 定 的 . 而 差分 格式 稳定 性 条 件 为 (4. 19) 式 . 如果 a(x,1) 二 a， 
即 为 常 系 数 问 题 , 那 么 (4. 20) 式 满足 ,而 条 件 (4. 19) 就 化 为 aA 夺 1, 这 与 以 前 用 Fourier 方 
法 得 到 的 结论 一 致 . 


1. 讨论 对 流 方 程 


et .0 
的 差分 格式 
i Eon pi _ i 


44 第 2 章 有 限 差分 方法 的 基本 概念 


的 截断 误差 及 稳定 性 . 
2. 题 1 中 差分 格式 改 为 
ntl ,ntl 


Uy 点 | UW 计 1 uj 一 0 
T 
讨论 其 截断 误差 及 稳定 性 。 
3. 讨论 扩散 方程 
o> 
的 差分 格式 
2 E 2 到 “ h’ 
的 精度 及 稳定 性 . 
4. 设 副 近 扩 散 方程 初 值 问题 
2 
了 一 4 了， 4 
U(X0) 一 g(x), 0 一 工 所 ]， 
AKCO,i) ul(l,i) -= 人 1 pe 0 
的 差分 格式 为 
Ur — Zu 十 


,tl 十 1 二 1 
WH Tu | 


j= 1,2,…,J—1. 


uo = u; = 0， 


试用 矩阵 方法 证 明 此 格式 的 稳定 性 . 


ph: 


| 
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本 章 主要 讨论 双 曲 型 方程 及 双 曲 型 方程 组 的 差分 方法 . 从 简单 的 一 阶 线性 双 有 曲 型 方 
程 开 始 , 构 造 差分 格式 ,分 析 其 稳定 性 及 其 他 性 质 . 然后 推广 到 一 阶 线性 双 曲 型 方程 组 . 对 
于 二 阶 双 曲 型 方程 的 差分 方法 仅 以 波动 方程 为 例 , 讨 论 了 各 种 求解 方法 ,分 析 了 其 性 质 ， 
最 后 对 初 边 值 问 题 .二 维 问题 以 及 非 线性 方程 进行 了 讨论 . 


1 一 阶 线性 笛 系 效 双 曲 型 方程 


自 先 考虑 常 系数 方程 


of oT 


其 中 a 为 给 定常 数 .这 是 最 简单 的 双 曲 型 方程 ,一 般 称 其 为 对 流 方程 . 虽然 (1.1) 式 非常 简 
单 ,但 是 其 差分 格式 的 构造 以 及 差分 格式 性 质 的 讨论 是 讨论 复杂 的 双 曲 型 方程 和 方程 组 
的 基础 . 它 的 差分 格式 可 以 推广 到 变 系 数 方 程 ,方程 组 以 及 拟 线性 方程 和 方程 组 . 

对 于 方程 (1.1) 附 以 初始 条 件 


二 0) 一 Why TE R, (1.2) 
在 第 1 章 中 讨论 了 初 值 问题 (1. 1) ,(1. 2) 式 的 解 , 其 解 沿 方程 (1. 1) 的 特征 线 
x—at=é (1. 3) 


是 常数 ,并 可 表示 为 
CE) 一 


下 面 讨论 双 曲 型 方程 的 一 些 常 用 格式 . 
1.1 迎风 格式 


迎风 格式 在 实际 计算 中 引起 了 普遍 的 重视 ,从 而 产生 了 很 多 好 的 方法 和 技巧 .迎风 格 
式 的 基本 思想 是 简单 的 ,就 是 在 双 曲 型 方程 中 关于 空间 偏 导 数 用 在 特征 线 方 回 一 侧 的 单 
边 差 商 来 代替 ,(1.1) 式 的 迎风 格式 是 


antl — UO— Ur : 

ntl ___,n i 

u; 0 Uj 一 0，w < 一 0， 本 
TT 上, 


其 中 ,hh 分别 为 时 间 步 长 和 空间 步 长 . 
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在 第 2 章 中 ,我 们 曾 用 Fourier 方法 讨论 了 差分 格式 (1. 4) 的 稳定 性 . 当 aA 三 1， 
4 二 二 ,时 差分 格式 (1. 4) 是 稳定 的 . 同样 分 析 可 知 ,差分 格式 (1. 5) 的 稳定 性 条 件 为 
a4 三 1. 由 此 可 以 看 出 ,差分 格式 (1. 4),(1.5) 都 是 条 件 稳定 的 ,如 果 我 们 采用 差分 格式 


stTl 天 MN CO—— 1 

2 (1.6) 
T h 

snl 一 了 es 

0 a < 0, (1.7) 
\ 


来 代 茶 (1.4) 式 和 (1.5) 式 ,容易 看 出 ,它们 部 是 一 阶 精 度 的 差分 格式 . 可 以 用 Fourier 方 
法 来 讨论 (1.6) 式 和 (1.7) 式 的 稳定 性 . 对 于 (1.6) 式 ,容易 求 出 其 增长 因子 为 
G(Tt,k)=1+a—ae™, 
由 此 有 
IG(r,k)|:= [lai(l — coskh)] + aA sin’:kh 


me 全 


取 sin 全 天 0 由 于 < 二 0. 所 以 有 G(T,k) ] 二 1. 从 而 破坏 了 von Neumann 条 件 , 因 此 得 出 


差分 格式 (1.6) 是 绝对 不 稳定 的 . 同样 可 证 ,差分 格式 (1.7) 也 是 绝对 不 稳定 的 . 

我 们 注意 到 ,差分 格式 (1.4) 与 差分 格式 (1.7) 在 形式 上 是 一 样 的 .但 前 者 是 条 件 稳 定 
的 ,后 者 是 绝对 不 稳定 的 .分 析 其 差别 主要 是 a 的 符号 不 同 . 相应 地 ,与 微分 方程 的 特征 线 
走 癌 有 关 . 从 而 我 们 可 以 得 出 如 下 结论 :如 果 差 分 格式 (所 用 的 网 格 点 ) 与 微分 方程 的 特征 
线 走 回 一 致 :那么 网 格 比 满足 一 定 条 件 下 是 稳定 的 ,否则 ,差分 格式 不 稳定 .迎风 格式 的 节 
点 分 布 图 见 图 3. 1(a) ,(b). 


ntl n+l] 
o>0 7<0 
ni ni 
7 | | / | 
(a) (b) 
图 3.1 


1.2 Lax-Friedrichs 格式 
在 第 2 章 中 ,给 出 了 通 近 对 流 方程 (1.1) 的 一 个 中 心 差 分 格式 


Nl nn ， ,hn 
ey 人 二 ed a 厂 关 1 
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其 截断 误差 为 O(z 十 1 妇 ) ,并 用 Fourier 方法 讨论 了 它 的 稳定 性 , 它 是 绝对 不 稳定 的 差分 
格式 . 
1954 年 ,Lax 和 Friedrichs 为 珊 服 上 述 格式 的 不 稳定 性 ,提出 了 通 近 (1.1) 式 的 一 个 
差分 格式 
2 一 RO we) Wn 
ES 
差分 格式 (1. 9) 一 般 称 为 Lax-Friedrichs 格式 ,也 称 为 Lax 格 
式 ,从 差分 格式 构造 看 出 ,(1. 9) 式 是 用 却 Cuof 十 必 -1) 来 代 mt 
蔡 (1.8) 式 中 的 wi 而 得 到 的 . 容易 求 出 ,Lax-Friedrichs 的 截 
断 误差 是 OCr 十 所 )+O[ 入 .在 双 曲 型 方程 的 差分 格式 计算 。 “ 


一 0. C1. 9) 


771l J J+l 


中 ,一 般 取 网 格 比 nt 所 以 Lax-Friedrichs 格式 是 


了 精度 的 差分 格式 . 方 点 分 布 见 图 3. 2. 
下 面 讨论 Lax-Friedrichs 格式 的 稳定 性 . 令 好 三 加 ee ,代入 (1.9) 式 有 


= [名 (e+ ew*™w)C— (ew —e™)|v. 


因此 增长 因子 为 


ee (es | e- 汪 ) 一 入 (e™* = 
从 而 有 
G(r,k) |? = cos:kh + aAsin kh = 1— (1—a’A)sinkh. 
所 以 当 


lalA4 三 1 (1. 10) 
时 有 |G(r,k) | 三 1. 因此 Lax-Friedrichs 格式 的 稳定 性 条 件 为 (1. 10) 式 . 
我 们 注意 到 ,Lax-Friedrichs 格式 和 人 迎风 格式 都 是 一 阶 精 度 的 差分 格式 . 在 实际 应 用 
中 ,Lax-Friedrichs 格式 可 以 不 考虑 对 应 的 微分 方程 的 特征 线 的 走 癌 , 前 面 讨论 的 迎风 格 
eyes 如 果 我 们 把 迎风 格式 写成 统一 形式 


0 > (a 十 lal) 二 
那么 也 可 以 不 考虑 Pa 这 两 个 格式 的 稳定 性 条 件 都 是 


(1.10) 式 . 由 此 看 来 ,它们 有 很 多 相似 之 处 ,但 是 它们 还 是 有 很 大 的 区 别 . 我 们 仅 从 这 两 个 
格式 的 截断 误差 来 考虑 .不 失 一 般 性 ,可 设 < 一 0. 此 时 迎风 格式 可 以 写 为 


1 


到 a |a)) 2 一 必 一 4 ， (1.11) 


一 < 
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如 十 ] n n i i 
CA  UHI 一 哆 页 一 人 本 十 好 1 
T ut 2 9 万 2 (1.12) 
而 Lax-Friedrichs 格式 可 以 与 为 
及 十 1 
人 


由 此 看 出 ,(1.12) 式 和 (1.13) 式 的 左边 是 相同 的 ,它们 都 以 Otp ) 趋 近 于 对 流 方程 . 因 
此 Lax-Friedrichs 格式 和 迎风 格式 的 稚 断 误差 的 比较 取决 于 (1.12) 式 和 (1. 13) 式 的 右 端 
项 的 大 小 .我 们 把 Lax-Friedrichs 格式 (1. 13) 的 右 端 项 改写 为 

1 ah wn 20 tw 

aA 2 h’ . 
注意 到 ,由 稳定 性 的 限制 就 要 求 有 a4 硅 1. 如 采取 惟一 1, 则 (1. 13) 恒 等 于 (1.12), 即 Lax- 
Friedrichs 与 迎风 格式 一 样 . 但 在 实际 的 计算 中 总 是 取 改过 1. 所 以 ,一 般 来 说 Lax- 
Friedrichs 格式 的 截断 误差 比 迎 风格 式 的 截断 误差 大 . 


1.3 Lax-Wendroff 格式 


前 面 讨 论 的 迎风 格式 和 Lax-Friedrichs 格式 是 一 阶 精度 的 差分 格式 . 1960 年 Lax 和 
Wendroff 构造 出 一 个 二 阶 精 度 的 二 层 格式 ,这 个 差分 格式 在 实际 计算 中 得 到 了 充分 的 重 
视 . 这 个 格式 的 构造 与 前 面 格式 的 推导 稍 有 不 同 , 采 用 Taylor 级 数 展开 之 外 ,还 用 到 微分 
方程 本 身 ， 


设 xzst) 是 微分 方程 (1. 1) 的 光 清 解 ， 将 u(xz; We ) 处 做 Taylor 压 天 
MGCTi sia) = u(rj st ) 十 z[ 采 a 十 二 7 al. -19), 
利用 微分 方程 (1.1) 有 
du aqr 
at “gxr’ 
2 (ee) a 
把 这 两 式 代 入 前 式 有 


| 1 2 A? i 
uU(Ti stnt1) = u(xj sn) ela |. 人 | 十 Or )， 
再 采用 中 心 盖 商 通 近 上 式 中 的 导数 项 ,有 


| -地 [u(x A U(X ,ta) | OR ) ， 
[2] 一 广 [uxt sn — sn Ee U(Xjil a ) ] 二 OCR) 


因此 得 到 
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u(x; » tl ) —=ulzx; ,上 t ) 


和 [Xi;t 一 WT ’ Ln) I O(rh ) 
2 下 


2 _2 
. [urn ts) — Zu x; st ) 


ursts)] + OR) + QC ). 
略 去 高 阶 项 ,可 以 得 到 如 下 的 差分 格式 


2 2 
i (1. 14) 


从 差分 格式 的 构造 可 以 看 出 (1. 14) 是 二 阶 精度 的 差分 格式 . 其 节点 分 布 如 图 3. 3. 
差分 格式 (1. 14) 称 为 Lax-Wendroff 格式 . 容易 求 出 差 ，， 
分 格式 (1. 14) 的 增长 因子 为 


Gr,k) = 1— 2arX?sin? YS — iaA sinkh , 
: nn 
G(r,k)|? = 1— 4aX (1 — aX?)sin 人 /1 7 六 1 
| l= Hp 码 3 
于 是 ,如 果 满 足 条 件 
lal4 达 1， (1.15) 


那么 有 |G(r,k) | 过 1, 所 以 Lax-Wendroff 格式 的 稳定 性 条 件 为 (1.15) 式 . 
1.4 Courant-Friedrichs-Lewy 条 件 


先 分 析 差 分 格式 的 解 的 依赖 区 域 . 然后 从 差分 格式 解 的 依赖 区 域 和 对 流 方程 初 值 问 
题解 的 依赖 区 域 的 天 系 推导 出 差分 格式 收敛 的 一 个 必要 条 件 . 这 个 条 件 称 为 Courant- 
Friedrichs-Lewy 条 件 ,或 称 C.F.L 条 件 , 也 有 称 Courant 条 件 . 

为 确定 起 见 , 令 微分 方程 (1.1) 中 的 常数 < 二 0. 差分 格式 采用 Lax-Wendroff 格式 作 
为 例子 进行 分 析 . 为 了 计算 好 ,要 用 到 好 了 ,人 os; 而 为 计算 这 3 个 值 , 又 要 用 到 

2 23 aa 如 此 递 推 下 去 ,为 
了 计算 如 ,就 要 用 到 ws -wD 0， ， 
wyo_v ues, 见 图 3.4. 这 说 明 计算 we 仅 依赖 
于 微分 方程 (1.1) 的 初 值 (1.2)u(z,0) 二 wo (Xx) 
在 区 间 [z;-, ,zj+s」j 上 的 网 格 点 zj ;Tj-nt1，……， 
sy 上 
x 了 一 1. 一 ?32 十 1, ,77 十 2 一 1, 7 十 ?2. 称 区 间 
[区 一 。 » Tj+ ,上 所 有 网 格 点 为 差分 格式 的 解 在 点 
图 3.4 PCzi zt) 的 依赖 区 域 . 
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过 点 己 , 微 分 方程 (1.1) 的 特征 线 xX 一 at 二 zj; 一 at, 与 x 轴 的 交点 为 D, 对 于 微分 方程 
初 值 问 题 (1.1) 式 、(1.2) 式 来 说 ,D 是 其 解 在 P 点 的 依赖 区 域 . 如 果品 在 区 间 [Lx;_; ,zj+，j 
之 外 ,那么 用 Lax-Wendroff 格式 计算 出 来 的 解 好 就 与 初 值 问题 (1. 1) 式 (1.2) 式 的 解 训 
无 关系 ,因此 差分 格式 的 解 就 不 可 能 收敛 到 微分 方程 初 值 问题 的 解 .于 是 ,要 求 差 分 格式 
的 解 收 敛 到 微分 方程 初 值 问 题 的 解 的 必要 条 件 为 DELz;-, ,xj4,j」, 即 差分 格式 解 的 依赖 
区 域 问 点 构成 的 区 间 必 须 包 仿 相 应 的 俩 微分 方程 初 值 问题 的 依赖 区 域 . 和 测 单 地 说 ,差分 格 
式 的 依赖 区 域 包含 偶 微 分 方程 初 值 问题 的 依赖 区 域 . 这 个 条 件 称 为 Courant-Friedrichs- 
Lewy 条 件 . 

下 面 来 推导 C.F.L 条 件 的 表达 式 , 过 点 P(x;,t,) 的 (1.1) 的 特征 线 Xx 一 at= 二 x; 一 at， 
与 x 轴 的 交点 DD 的 横 坐 标 为 zx; 一心. 因此 C.EF.L 条件 可 以 表示 为 

bf 0 2 7 
由 于 zj; 二 jh,t, 二 nt,; 因 此 上 面 不 等 式 等 价 于 
1 


其 中 4 二 一 为 网 格 比 . 


由 上 面 讨论 知道 ,C.F.L 条件 为 差分 格式 收敛 的 必要 条 件 . 自然 要 问 , 这 个 条 件 是 否 
充分 ? 对 于 这 个 问题 ,不 同 的 差分 格式 有 不 同 的 答案 . 以 Lax-Wendroff 格式 来 说 ,这 是 线 
性 仿 微 分 方程 初 值 问 题 (1.1) 式 、(1.2) 式 的 相 容 的 差分 格式 ,而 C.F. LL 条件 正 是 Lax- 
Wendroff 格式 的 稳定 性 条 件 . 利用 Lax 等 价 定理 知 L. F.C 条件 也 是 格式 收敛 的 充分 条 
件 . 我 们 考虑 差分 格式 (1. 8). 其 C.F.L 条 件 也 是 |alX 硅 1. 但 在 此 条 件 下 , (1.8) 式 不 稳 
定 , 因 而 也 不 收敛 . 所 以 C.F.L 条 件 不 是 格式 (1. 8) 的 充分 条 件 . 

1.5 利用 仿 微 分 万 程 的 特征 线 来 构造 有 限 差分 格式 

特征 线 概念 在 双 曲 型 方程 中 有 很 重要 作用 . 借助 于 双 曲 型 方程 的 解 在 特征 线 上 为 常 
数 这 一 事实 ,可 以 构造 出 (1.1) 式 、(1.2) 式 的 各 种 差分 格式 . 为 确定 起 见 ,假定 < 二 0. 

设 在 t==t, 时 间 层 上 网 格 点 A. B.C 和 DD 上 zx 的 值 已 给 定 ( 已 计算 出 的 近似 值 或 初 
值 ). 要 计算 出 在 上 一刀 时间 层 上 的 网 格 点 P 上 的 w 值 , 见 图 3. 5. 假定 C.F.L 条 件 成 立 . 
那么 过 P 点 特征 线 与 BC 交 于 点 Q. 由 微分 方程 解 
的 性 质 知 u(P) =x(CQ). 但 当 Q 不 是 网 格 点 时 ， 
u(Q) 是 未 知 的 . 由 于 wu(A),u(B),u(C) 和 wu(D) 为 1 
王妃 时 间 层 上 网 格 点 上 值 已 给 定 , 因 此 可 用 插值 方 
法 给 出 wu(Q) 的 近似 值 . 利用 B,C 两 点 上 的 值 进 行 
线性 插值 就 可 以 得 到 
图 3.5 ES 


1 一 阶 线 性 和 常 系数 双 曲 型 方程 51 


由 此 可 推导 出 差分 格式 


| oo . 
u'r = ww? — aA(u? — ui1), 


其 中 4== 一 . 这 就 是 迎风 格式 . 如 果 改 用 B,D 两 点 进行 线性 插值 . 则 有 


> a ) (1 ny 十 六 (1 FayetBy. 
由 此 得 到 
证 各 二 广 (] 二 1+ aw. 


我 们 可 以 把 此 式 改 与 为 
Ws 二 un) — Cup 一 2 1). 
立即 可 以 看 出 ,这 是 Lax-Friedrichs 格式 . 
上 面 都 是 采用 线性 插值 ,当然 我 们 也 可 以 杀 用 二 次 插值 . 如 果 使 用 B,C 和 DD 三 个 点 
进行 抛物 插值 , 则 就 得 到 
ul(P) =u(Q) 
-20 —llau(tC)— BB) 


二 (1 — aA) [ulB) 一 2xCC) 十 zxCD) ]. 


由 此 得 出 差分 格式 
i 元 (ui 一 2 1) 十 FA? (Ca 一 2 好 十 地 1)， 


这 就 是 Lax-Wendroff 格式 ， 
如 果 我 们 不 用 B,C,D 三 点 进行 插值 ,而 是 采用 A,B,C 三 点 来 进行 抛物 插值 ,可 以 
得 到 
Wu = au — W)C— (1 — aA)(w — 2ur + ws) (1. 16) 


此 格式 是 二 阶 精度 的 . 此 格式 由 R. M. Beam 和 R. F. Warming 于 1976 年 引入 . 因此 一 般 
称 其 为 Beam-Warming 格式 . 这 是 二 阶 迎 风格 式 . 
为 讨论 格式 (1. 16) 的 稳定 性 . 先 求 增长 因子 . 


G(Tk) 一 1 一 2msin: 一 kh 


一 他 一 以 ) [4sin' 怨 一 sin? 妈 | 
— laA sinkh | 二 2(1 一 ysin > 


GOCE) |? = 1— 4a (1 — a):(2— ad)sin > 
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于 是 , 当 a7X 三 2 时 有 |G(r.k) | 三 1, 由 此 推出 , 当 au 过 2 时 Beam-Warming 格式 (1. 16) 是 
稳定 的 . 
对 于 Beam-Warming 格式 , 当 a 二 0 时 ,格式 变 成 


ut C= w+ ad (un 一 在 ) 一 (1 — aA) (us — Zu 二 13 ). (1. 17) 


仿 上 推导 ,(1. 17) 式 的 稳定 性 条 件 为 je 和 2. 
由 稳定 性 条 件 可 以 看 出 ,对 于 固定 空间 步 长 ,时 间 步 长 限制 较 宽 .这 有 利于 实际 
计算 . 


1.6 蛙 跳 格式 
下 面 考 虑 副 近 对 流 方程 (1. 1) 的 一 个 三 层 格式 


区 十 1] 一 1 nm 
cy 各 四 ~ Ujitl ~ Ui-l ， 


此 格式 的 节点 分 布 如 图 3. 6. 这 个 差分 格式 称 为 蛙 跳 格 式 . 容易 看 出 这 是 一 个 二 阶 精度 的 
格式 . 可 以 把 (1. 18) 式 写成 便于 计算 的 形式 


Wt! 一 2 1 一 CC — wr). (1.18) 
其 中 4 一 于. 在 计算 时 , 除 初 值 (1. 2) 的 离散 外 ,还 要 用 一 个 二 
1 一 1 层 格式 计算 出 1 二 t 那 一 层 的 值 w}. 由 于 (1. 18) 式 是 二 阶 精度 


站 | 7 jt1 的 ,二 层 格 式 一 般 取 为 二 阶 格式 为 宜 . 可 以 看 出 , (1. 18) 式 比 
Lax-Wendroff 格式 ,Beam-Warming 格式 要 简单 . 
下 面 来 讨论 蛙 跳 格式 的 稳定 性 . 由 于 (1. 18) 式 是 三 层 格 
式 , 因 此 自 先 必 须 把 它 化 成 等 价 的 二 层 差 分 方程 组 


， 得 十 ] 


人 = vO— aA(u — ui1), 


3.6 


有 十] _ 再 


令 w= [u,v]T, 那 么 可 以 把 这 个 方程 组 写成 向 量 形式 


mm 一 以 0 0 1 aAa 0 
WW 一 / Uj 十 lw 十 ~ |u@ii. 
0 0 1 0 0 0 


令 邓 一 we ,把 它 代 和 人 上 式 就 可 以 得 到 增长 矩阵 
— ZaAisinkh | 
| 0 


GCr,) 的 特征 值 为 


HA =— ahisinkh + Vl— a A sin’kh. 
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本 则 有 | 辣 ,|=1, 因 此 , 当 |<lx 乏 1 时 , 峙 跳 格 式 满 足 von Neumann 条 件 . 如 
当 |al4 二 1, 那 么 G(rt,k) 有 两 个 互 不 相同 的 特征 值 ,利用 第 2 章 定理 3.7 知 , 蛙 跳 格式 是 
稳定 的 


当 |al4 二 1 时 ,为 方便 起 见 , 取 aA 二 1， 和 那么 增长 矩阵 
容 匈 计算 得 出 
一 一 41 
Gr) - | | GCT 到) 一 | | 
一 9 41 一 3 
用 归纳 法 可 推 得 
2 i | 2 ] 
G(r,k)’ 一 | 和 | | nN 全 
"1 le 
由 此 得 出 


| GCr,R)?: | = 2"t1++1. 
从 而 知 , 当 |a|lX==1 时 , 蛙 跳 格式 不 稳定 . 


1.7 数值 例子 


考虑 初 值 问题 
ER 可 
lu(x0) = wo (x), 
其 中 
Mo( 工 ) 一 
同 y 0, 


取 闫 二 0. 01 ,一 5 ,用 Lax-Friedrichs 格式 、 迎风 格式 、LaxWendroff 格式 以 及 Beam- 


Warming 格式 ,计算 至 #, 二 0.5 时 ,计算 结果 与 初 值 问 题 的 解析 解 见 图 3.7. 对 于 
前 两 个 格式 (Lax-Friedrichs 格式 和 迎风 格式 ) 把 解 抹 平 了 .而 后 两 个 格式 (Laxc 
Wendroff 格式 和 Beam-Warming 格式 ) 出 现 了 振荡 . 这 些 现象 的 出 现 是 这 些 格 式 的 正 
并 现象 .在 拟 线 双 曲 型 方程 组 的 间断 解 计 算 中 为 消去 此 类 现象 已 研究 出 了 很 多 良好 
的 方法 . 
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Lax-Friedrichs 


02 04 06 0.8 1.0 0 02 04 06 08 10 
Lax- Wendroff Beam-Warming 
1.5 1.5 
1.0 1.0| 
0.5 0.5 
0 0 
—0.31 一 0.S 
0 02 04 06 08 1.0 0 02 04 06 08 1.0 
图 3.7 


2 一 阶 线性 第 系数 方程 组 


考虑 一 阶 线性 和 常 系 数 方程 组 


J (2.1) 


区 一 
其 中 mw 一 wzt 世 三 [ta(Ztzo(Zi ai] ;AER"? 为 第 系数 站 阵 . 

定义 2.1 称 方程 组 (2.1) 是 双 曲 型 方程 组 ,如 果 A 的 特征 值 是 实 的 ,并 存在 非 奇 异 
矩阵 S 使 得 


du 
arta 


A=S'AS = diag[Ah ,hs ,. ,A, |], 
其 中 41.Gi 二 1,2,…,p) 为 A 的 特征 值 ,如 果 A 是 对 称 阵 , 则 称 (2. 1) 式 为 对 称 双 曲 型 方程 
组 ,如 果 A 的 特征 值 是 实 的 且 互 不 相同 , 则 称 4 为 严格 双 曲 型 方程 组 . 
对 于 方程 组 (2. 1) ,给 定 初 始 条 件 
u(r,0) = uo (xX), ES 
那么 (2.1) 式 和 (2.2) 式 就 构成 了 初 值 问题 .第 1 市 中 的 差分 格式 可 以 推广 到 方程 组 上 来 ， 
下 面 仅 用 例子 进行 讨论 . 


2.1 Lax-Friedrichs 格式 
对 流 方程 (1. 1) 的 Lax-Friedrichs 格式 的 直接 推广 有 
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Wl 一 uh wi1) 1 Wj 


到 2h 
这 是 一 阶 精 度 差分 格式 . a 只 一 "et ,代入 (2.3) 式 得 增长 矩阵 


G(T,Ek) = (ee" a Ae™ — et)A = coskh TO— NsinkhA., 
其 中 了 工 为 p 阶 单位 阵 . G(r,k) ee 
1(G) = coskh — iAsinkhAs, 71 = 1,2,.…,p, 
其 中 1 为 4 的 特征 值 , 故 
(G6) | = cosskh + AA? simkh = 1— (1— XA?)sinkh. 


0， C2. sD 


如 果 
1o(4) 去 1， (2. 4) 
那么 就 有 o(G) 所 1, 即 满足 von Neumann 条 件 . 但 要 注意 ,这 是 格式 (2. 3) 稳 定 的 必要 条 
件 . 由 于 双 曲 型 方程 组 的 特性 ,存在 非 奇 异 阵 S$S 使 S$ AS 一 A,A 一 diag (X41,…,4,). 由 此 
可 以 得 出 
$1GS = coskhIl — i sinkhA. 
这 是 一 个 对 角 阵 ,利用 第 2 章 定 理 3.5 可 知 ,Lax-Friedrichs 格式 稳定 性 条 件 为 (2. 4) 式 . 
2.2 Lax-Wendroff 格式 
可 以 按 单 个 方程 的 方法 推导 出 方程 组 的 Lax-Wendroff 差分 格式 . 
WN FAA (un We FA A Cu 一 2 | i) (C2. 5) 
仿 Lax-Friedrichs 格式 的 讨论 ， 0 格式 的 稳定 性 条 件 也 为 (2. 4) 式 . 
2.3 迎风 格式 


对 于 迎风 格式 ,不 像 前 面 两 个 格式 可 以 作 直 接 推广 ,这 主要 由 于 4 的 特征 值 可 正 可 
负 , 这 就 带 来 了 复杂 性 ,利用 双 曲 型 方程 组 的 特性 ,对 于 矩阵 4 ,存在 非 奇 异 阵 S 使 得 


A=S-AS. 
信 
WwW 二 Sn, 
那么 有 
ow 9w i 
arta 了 一 0. (2.6) 


方程 组 的 这 种 形式 称 作 特征 形式 . 特征 形式 的 方程 组 已 经 不 是 耦合 的 方程 组 了 , 它 相 当 于 
p 个 标量 方程 , 即 可 以 写作 
Dro 


9 To, 
Ds A 而 二 0， nt 一 Ls 万， 
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其 中 vw 是 w 的 第 m 个 分 量 ,4， 为 4 的 第 m 个 特征 值 . 此 时 2; 的 符号 已 定 ,; 因 此 可 以 按 
照 第 1 节 中 叙述 的 方法 来 建立 迎风 格式 . 
对 于 迎风 格式 (1.4) 式 和 (1.5) 式 可 以 写成 统一 的 形式 
wo = 3 aD wt aD Gn —w)], 


再 改变 上 式 形式 为 


ur 一 一 Sa Wi 级 la | Gu — 2 + wr ). (2.7) 
卫 接 把 (2.7) 式 应 用 到 特征 形式 方程 组 (2. 6) 有 
wi == Wi — ACw 一 Wi1) 十 了 人 | (Wi ZW 十 wi-1)， (2.8) 


其 中 |A|==diag[L | ,1X1,…,|4| ,也 可 以 把 (2.8) 式 写成 原来 变量 的 形式 
i = — SAC — wi1) 十 本 |A| (wn — 2u + Wi), 
其 中 
A|=S|IAlS.. 
下 面 来 讨论 差分 格式 (2. 8) 的 稳定 性 ,容易 求 出 其 过 渡 和 矩阵 

G(Tt,k) = I—Aisinkh A A(coskh —1)|A|, 
G 的 特征 值 为 

1(G) = 1— iM, sinkh +A|A | Ccoskh — 1), 


z ee 
(GG) | = 1 — 2A|A | sin’ 笃 十 227 sin2RR 
=1— 4 |(— A | )sinz > 


如 末 
A max | EE (2 9 


那么 就 有 o(G) 三 1, 此 时 格式 满足 von Neumann 条 件 . 此 外 ,G(rt,k) 是 一 个 对 角 阵 ,因而 
也 是 一 个 正规 阵 . 所 以 (2.9) 式 即 为 差分 格式 稳定 的 充分 条 件 . 


3 变 系 数 方程 及 方程 组 


3.1 变 系 数 方程 
考虑 简单 的 变 系 数 方程 的 初 值 问题 
i ER 0<itT, (3.1) 
ot arx 


u(r 0) = wu (TX), TER. (3. 2) 
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如 果 a(z,t) 对 xz 和 zt 都 是 一 次 连续 可 微 的 ,那么 a 就 光滑 变化 . 情形 与 常 系 数 相 差不多 . 
(3.1) 式 的 特征 线 满足 的 方程 为 


dz — tl (0) 一元， 3 
dz 


令 I 二 z(t,To0) 和 w(xz,t) 分 别 是 方程 (3.3) 和 方程 (3.1) 的 解 ,那么 


urls70) ， 有 2 0 


于 是 ,方程 (3.1) 的 解 泊 特征 线 为 第 数 .但 我 们 要 注意 到 此 时 的 特征 线 是 曲线 ( 见 图 3. 8) 
(ra las 
可 以 把 和 党 系数 方程 中 推导 的 差分 格式 推广 到 变 系 数 方 程 (3. 1). 相应 的 Lax- 
Friedrichs 格式 为 


uy 一 一 (uti 十 wi) WU — WU 
9 Ui WU 一 0， 3. 4， 
- 0 (3. 4) 
其 中 0 一 CCZi tn). 


u(x, D)=uo(X0) a>0 


u(x, 1)=un(xo0) 


图 3.8 


(3. 4) 式 是 变 系 数 差 分 格式 ,因此 不 能 用 Fourier 方法 来 讨论 其 稳定 性 . 先 采 用 能 量 
不 等 式 方法 来 讨论 其 稳定 性 . 
把 (3. 4) 式 改写 为 


= 二 (十 wn1) 一 a Ca 一 地 1)， 
其 中 一 六. 用 好 + 乘 上 式 两 边 
二 0 十 a Dw?_iu?* 十 (1 — a umnut. 


假定 网 格 比 4 满足 条 件 
max | 必 | 人 委 1， 3 
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那么 有 
(aet)2< 元 (十 <) [Ce 二 (G01)?] 十 地 
上 pe 1 ntl)2 1 

4 (1 taiA) (Cu) 7 人 7 1 


(1 — arA) TCG)? 十 (zz )?] 
(一 GD 
从 而 得 到 
Ce 过 二 [Co + Gn) + Fa [Ce — (uri)’]. 
用 户 匀 上 式 两 边 并 对 7 求 和 , 记 离 散 范 数 
lw ||? = 3 (zz )2h, 


那么 有 
外 se + 二 3 A [Ca 1 72 一 《zz )? 1h 
一 | w || ?十 + 二 2 > (ap 一 二 CD。 
如 果 
了 | 全 zER，tE [0,T] (3.6) 
那么 利用 微分 中 值 定 理 有 
下 Q 关 1 | < 2Mh. 
从 而 有 
wt |? +me) | wr | 2. 
重复 使 用 上 式 有 


wi ee w|i, nT. 

这 样 我 们 证 明了 , 当 a(zx,7z) 满 足 (3.6) 式 时 ,网 格 比 满足 条 件 (3. 5), 那 么 
Lax-Friedrichs 格式 稳定 . 

用 能 量 不 等 式 方法 来 讨论 差分 格式 的 稳定 性 是 严格 而 很 有 技巧 的 方法 . 在 实际 应 用 
中 ,大 多 来 用 简单 而 实用 但 非 严 格 的 所 谓 “ 冻 结 系数 ”方法 来 讨论 变 系 数 方程 的 差分 格式 . 
这 个 方法 就 是 把 差分 格式 (3.4) 中 的 系数 a(z;,t,) 在 某 一 点 (xz,t) 固 定 , 那 么 (3.4) 式 可 以 
作为 常 系数 差分 格式 . 因此 用 Fourier 方法 可 以 得 出 稳定 性 条 件 为 

lal(z,t) IA Ll. 
由 此 得 出 
max al(z,t)|A1 (3.7) 

作为 差分 格式 的 稳定 性 的 条 件 . 
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注意 到 a(xz,?) 在 差分 格式 中 仅 取 离散 点 (zj ,i,),j 二 0, 土 1 , 士 2,…; 1 一 0,1,2,… 上 
取 值 ,并且 是 一 个 两 层 格 式 , 因 此 稳定 性 条 件 可 以 改 为 (3.5) 式 .在 实际 应 用 中 可 以 如 下 理 
解 : 先 把 变 系数 差分 格式 (3.4) 中 的 a? 看 成 与 指标 n,j 均 无 关 的 常数 ,那么 (3.4) 式 变 成 
了 常 系数 差分 格式 ,再 用 Fourier 方法 求 出 稳定 性 条 件 为 lal4 夺 1, 得 出 这 个 条 件 后 青 使 
指标 变化 ,这 样 得 到 (3.4) 式 的 稳定 性 条 件 为 (3. 5) 式 . 

下 面 考虑 初 值 问题 (3.1) 式 、(3.2) 式 的 迎风 差分 格式 . 与 常 系数 情况 的 主要 区 别 是 
azyti) 是 要 变 号 的 ,因此 不 能 要 求 利 用 一 种 形式 写 出 ,而 是 要 随时 考虑 到 a(x,?) 的 符号 ， 
这 样 可 以 写 出 差分 格式 


i a 
r h 
OO 
Ta ~ a; =. 0. 
利用 “冻结 系数 ”方法 得 其 稳定 性 条 件 为 
max a 1. 
在 实际 计算 中 也 可 把 (3. 8) 式 写成 
人 一人 十 co 全 二 一 元 | (Ce — 2u? + ut) = 0. (3.8) 


通 近 (3.1) 式 、 (3.2) 式 的 LaxWendroff 格式 需 直 接 进 行 推导 ,由 于 系数 依赖 于 工 和 
t ,特别 是 依赖 于 z, 推 导 得 到 的 形式 比较 用 烦 . 


3.2 变 系 数 方程 组 
考虑 变 系数 双 曲 型 方程 组 的 初 值 问题 


du z at 
ar 1 Alz,t) J7 = 0 ， (3. 9) 
BT 0) 一 wo (rT). (3.10) 


其 中 (zr,?) ,wo (xz) 是 p 维 回 量 ,A(x; 四 为 p 阶 方 阵 .假定 A 是 x 和 + 的 光滑 的 函数 ,由 于 
我 们 考虑 的 方程 组 是 双 曲 型 的 ,所 以 A 有 实 的 特征 值 
A (Tt) ds (mol) om ds (Lt)s 
而 且 还 存在 看 一 个 光滑 的 非 奇 异 变换 S 二 S$(z,t) ,使 得 
A (Tt) 
A=S (rz, A(r,DS(z,1) = Se 
As (Tt) 

为 简单 起 见 ,我 们 假定 A 仅 依赖 于 z, 即 4=4(Cz). 下 面 我 们 简单 叙述 一 下 Lax-Wendroff 
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Lax-Wendroff 格式 是 
U; a 一 8 34, (Wi Ui ) 
+ 5XA [AH Gn — 0) — A — wy1)]) (3. 11) 
其 中 


A; = A(T;), AH = 4[ 壮 ( 二 mp) 小 
利用 冻结 系数 方法 可 以 求 出 差分 格式 (3. 11) 的 稳定 性 条 件 为 
maxpo(A;)A 三 1. 
下 面 讨 论 迎 风格 式 . 由 双 曲 型 方程 组 的 定义 可 知 , 利 用 非 奇 异 矩 阵 S 可 以 把 A 化 为 
对 角 阵 ,从 而 把 方程 组 化 成 非 看 合 的 形式 . 这 样 可 以 按 单 个 方程 的 方法 来 建立 迎风 差分 格 
式 . 当然 也 可 以 写成 矩阵 形式 ,其 方法 与 第 系数 方程 组 是 一 样 的 . 迎风 差分 格式 为 


ut = ww? 一 Mj un 一 W711) 十 5 A | Cw — Zw -wt ), 
A; | 表达 式 同 第 2 节 中 相应 的 |4|( 不 是 4 的 行列 式 ). 
4 二 阶 双 曲 型 方程 
在 第 1 草 第 2 节 中 引入 了 二 阶 双 曲 型 方程 ,为 了 讨论 差分 格式 简单 起 见 , 仅 讨论 波动 方程 . 
4.1 波动 方程 的 初 值 问题 
最 简单 的 二 阶 双 曲 型 方程 是 波动 方程 , 初 值 问题 是 


其 中 4 一 4A(Czi)， 


2 二 7 i (4.1) 
en (4. 2) 
F(x,0) = g(x), rER, (4. 3) 
其 解 为 
二 到 ae 1| gd). (4. 4) 


设 第 数 wa 二 0 ,波动 方程 (4. 1) 的 两 族 特征 线 为 


-| = es 
| (4. 5) 


Tut 一 CC， 
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其 中 为 弟 数 . 
初 值 问题 (4. 1) 式 一 (4. 3) 式 的 解 n(x,?) 在 任意 一 点 1 
(z 间 的 值 wxCziD ,由 公式 (4. 4) 可 以 看 出 , 它 仅 依赖 于 x J 
办 上 的 区 间 [Lz 一 ait 十 dt. 这 个 区 间 可 以 由 过 点 (zi) 的 (起 
两 条 特征 线 (4.5) 式 在 工 轴 上 的 交点 所 形成 . 称 这 个 区 间 
为 初 人 问题 的 解 wxCzti 在 (的 依赖 区 域 , 见 图 3. 9. 
可 以 把 波动 方程 (4. 1) 化 为 一 阶 对 称 双 曲 型 方程 
组 . 令 


x—al 
=CONSI x+alt=consi 


,qu qu 图 3.9 
-7 i 
那么 有 
a Sgr 0’ (4. 6) 
Be Tg (4.7) 
如 果 令 w= [wv,w]7 ,那么 方程 组 可 以 写成 
元 下 4 一， (4. 8) 
其 中 


这 是 一 个 对 称 抢 阵 . 因此 (4.8) 式 为 对 称 双 曲 型 方程 组 ,对 于 方程 组 (4.8) 可 以 给 出 初始 条 件 
u(rz,0) = [g(x), f (x)1.. (4.9) 
这 样 ,(4.8) 式 和 (4. 9) 式 形成 了 一 阶 方程 组 的 初 值 问题 . 


4.2 波动 方程 的 显 式 格 却 


将 波动 方程 (4. 1) 中 的 偏 导 数 3 ， 5 都 用 中 心 差 商 来 远近 ,这 样 得 到 差分 格式 


ar2 


| Cp | ,和 一] i Cp 如 可 
Ui — wu ws 2 Ul — LU; 十 2 
2 他 2 
h 


初始 条 件 的 离散 如 下 : 
us == fz; Be (‘4.11) 


Bs = g(x,). (4. 12) 


可 以 看 出 ,(4.10) 式 通 近 (4.1) 式 的 截断 误差 为 OCT 十 所). 而 (4.12) 式 的 截断 误差 为 O(7). 
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考虑 到 上 述 截断 误差 的 不 匹配 ,为 提高 (4. 3) 式 的 离散 精度 ,可 以 用 一 个 虚拟 的 函数 
值 u(xj;;,t_1) 来 处 理 , 注 意 到 


u(x; ;£1 ) 一 u(x; a 


oAu 呈 > 
Fr ‘Ti'0) 一 7 


这 样 就 得 到 了 (4. 3) 式 的 男 一 个 逼近 
u; — Wu; = 2 (x;), (4. 13) 
此 式 中 出 现 的 wj! 必须 设法 消去 .为 此 可 以 在 (4.10) 式 中 令 2 一 0, 此 时 有 
wi — 20 二 wu —a A (Win — 2ui 二 Wi) = 0, 


其 中 4 二 一 为 网 格 比 ,此 式 与 (4. 13) 式 联 立 ,消去 uj! 得 到 


Me 


Wi 一 a [flx; 1) fxr) d+ (1 ai)f(zx;) rx;). (4.14) 


利用 (4.10) 式 , (4. 11) 式 和 (4. 14) 式 (或 (4. 12) 式 ) 就 可 以 求解 波动 方程 初 值 问题 
(4. 1) 式 ,(4.2) 式 和 (4. 3) 式 . 

下 面 来 讨论 差分 格式 (4. 10) 的 稳定 性 ,容易 验证 ,(4. 10) 式 等 价 于 通 近 方程 组 (4. 8) 
的 一 个 显 式 差分 格式 


1 
( 
0 ke 
r h 
H (4 15) 
所 i 1 . ] 
a 3 TU 一 记 Ui 一 vw 
uu Ws, 
T h 
其 中 
社 一 1] 可 
Ui Ui 到 一 Wi 
VY 一 一 一 - 
E h 


因此 只 要 讨论 差分 格式 (4. 15) 的 稳定 性 就 可 以 了 . (4.15) 式 的 增长 矩阵 是 


: ] 1C 
G(r sk) 一 | | 硬 
ic 1 一 cc 


其 中 c= 二 2aAsin >， G 的 特征 方程 是 


下 一 人 2 一 人 六) 了 1 三 小 
因此 G 的 特征 值 为 


sl— 2 dn ee da A’ sin 当 ( A’ sin’ > oe | 


” 
如 果 aX 三 1, 那 么 有 


ee 全 en 多] 


. » kh | 
Ap 一 1 一 20 A sin 3 十 1 5 
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从 而 有 
Fo 1 — 2azj2sin 各 十 a 和 Jaesin: 学 = 
由 此 得 出 , 当 ah 三 1 时 ,差分 格式 (4, 15) 满 足 von Neumann 条 件 . 注意 到 von Neumann 


条 件 仍 为 差分 格式 稳定 的 必要 条 件 . 
今 g 二 kh, 那 么 有 


1 2aAi sin 
C= | 
9aAi sin 2 1 — 4a A sim’ 
0 ai cos 二 
d 2 
= . 
do fe A 
aAl COS 了 一 2 A’ sino 
如 果 aA 二 1,0o 关 2kr, 那 么 G 有 两 个 不 同 的 特征 值 . 
如 果 aX4 二 1,c= 二 2kx, 此 时 
= 1 
0 11 
而 
-Py | 0 | 
d (— 1)taAi 0 l 


有 两 个 不 同 的 特征 值 , 利 用 第 2 章 定 理 3.7 知 当 au 二 1 时 ,von Neumann 条 件 是 稳定 性 的 
充分 条 件 . 所 以 差分 格式 (4. 15) 稳 和 定 . 
如 果 a4 二 1, 取 一 组 特殊 初 值 
v; = (1), wi 
由 此 可 求 得 (4. 15) 式 的 解 为 
太一 (一 1] (1 一 22)， wh 一 (一 1 27. 
当 n 趋 于 无 穷 时 ,这 是 一 组 无 界 的 解 . 由 此 可 知 , 当 以 一 1 时 ,差分 格式 (4. 15) 是 不 稳定 的 
4.3 波动 的 方程 差分 格式 的 C.F.L 条 件 
我 们 可 以 仿 一 阶 双 曲 型 方程 的 差分 格式 的 讨论 ,从 差分 格式 解 的 依赖 区 域 和 微分 广 
程 初 值 问题 解 的 依赖 区 域 之 间 的 关系 推导 出 C.F.L 条 件 . 
我 们 从 差分 格式 (4.10) 出 发 ,先导 出 这 个 差分 格式 的 解 w 在 点 P(zj,t,) 的 依赖 区 
域 . 我 们 把 差分 格式 (4. 10) 写 成 如 下 形式 


人 
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由 此 看 出 ,要 计算 w? 要 用 到 前 两 层 的 值 ze ,wr?! ,wi 及 ww; 而 它们 又 依赖 于 zx， 
U0 及 w“. 依 次 递 推 下 去 ,差分 格式 (4.10) 的 解 忆 依 
赖 于 第 一 层 上 的 (2n 一 了 个 网 格 点 上 的 值 四 -yo 和 初始 
层 上 (2n 一 3) 个 网 格 点 上 的 值 jst2 yt- 3 9U+n-2。 

利用 初始 条 件 的 离散 (4. 11) 式 及 (4. 12) 式 可 以 知道 ,在 第 一 层 上 (22 一 1) 个 网 格 点 
上 的 值 zya 关 t+ 26225aiHl 是 由 初始 层 上 (22 一 1) 个 网 格 点 

Tntl 无 盖 2 "oT 9 Tn 2 9 诺 计 一 1 

上 的 f(x) 和 g(x) 的 值 所 确定 . 

如 果 采 用 (4.11) 式 及 (4. 14) 式 来 离散 初始 条 件 , 那 么 在 第 一 层 上 (22 一 1) 个 点 的 值 
依赖 于 初始 层 上 (272 十 1) 个 点 

Tin Tjntl 9 并 9 Titnl 9 Titn 
上 的 f(x) 和 g(x) 的 值 . 因此 wr 至 多 依赖 于 初始 孙 数 f(x),g (zx) 在 点 集 
人 

上 的 值 . 这 说 明之 轴 上 含 于 区 间 [zx;-,,zj4n] 上 的 网 格 点 为 差分 格式 (4. 10) 的 解 ww? 的 依 
赖 区 域 . 它 就 是 过 点 (zi ,i,) 的 两 条 直线 


站 一 站 ; 二 十 (tb) 


在 工 轴 上 所 截 下 来 的 区 间 [A,B] 上 的 网 格 点 , 见 

图 3. 10. 对 于 微分 方程 初 值 问 题 来 说 ,u(x ,在 

点 二 (zj;t,) 的 依赖 区 域 是 过 P 点 的 两 条 特 
征 线 

最 一 

” 在 z 轴 上 截 出 的 区 间 [z; 一 at,， zj 十 at,]. 我 们 

图 3.10 记 作 LD,Ej], 见 图 3. 10. 现在 假定 沿 着 DA 和 BE 

的 初始 条 件 改 变 , 这 些 变化 将 改变 偏 微 分 方程 初 

值 问题 在 点 PP 的 解 .但 是 ,这 些 初 始 条 件 的 改变 将 不 会 改变 差分 格式 (4. 10), (4. 11)， 


(4.12) (或 (4.14) 式 ) 给 出 的 数值 解 . 因此 , 当 4 二 二 固定,r 入 趋 于 零 时 ,差分 格式 的 解 
不 可 能 收 钱 到 偏 微 分 方程 初 值 问 题 的 解 . 由 此 可 以 得 出 ,差分 格式 收敛 的 必要 条 件 是 差分 
格式 解 的 依赖 区 域 (实际 上 是 以 依赖 区 域 端点 所 构成 的 区 间 ) 包 含 仿 微 分 方程 初 值 问 题解 
的 依赖 区 域 . 这 就 是 C.F.L 条件. 

上 面 讨论 可 知 , 差 分 格式 解 的 依赖 区 域 的 两 个 边 点 是 由 和 卫 线 x 一 zj 二 土 二 (1 一 4 与 
Zz 轴 相 交 而 得 到 ,而 偏 微 分 方程 初 值 问 题解 的 依赖 区 域 是 由 和 直线 x 一 zj; 二 土 a(t 一 t,) 在 广 
轴 上 截 出 的 .由 此 C.F.L 条件 可 以 表示 为 aX 三 1. 
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前 面 讨论 了 差分 格式 的 稳定 性 条 件 为 a4 二 1. 根据 Lax 等 价 定 理 可 知 ,aA 近 1 也 是 差 
分 格式 收敛 的 充分 条 件 .aX 二 1, 差 分 格式 不 稳定 ,所 以 差分 格式 不 收敛 . 这 样 我 们 得 出 ， 
C.F. 条 件 是 差分 格式 (4.10),(4.11),(4.12) 收 剑 的 必要 条 件 , 但 不 是 充分 条 件 . 


4.4 ”等 价 万 程 组 的 差分 格式 


从 一 阶 方程 组 (4. 8) 来 看 ,关于 双 曲 型 方程 组 的 各 种 格式 均 可 以 使 用 ,例如 Lax- 
Friedrichs 格式 
本 


UO (Wt Wi) nt 由 
2 u i Ul 
十 2h 
写成 分 量 形 式 有 
nTl _ 时 让 有 
© ww _o 
z eh (4. 16) 
1 ， 四 
下 十 ] 一 一 (1 1 二 BS ) 入 站 


T 2h 
这 是 一 个 显 式 两 层 格 式 . 利用 本 草 第 2 市 的 结论 ,(4.16) 的 稳定 性 条 件 为 X40o(4) 三 1.4 的 
特征 值 为 土 a, 由 假定 < 盖 0, 因 此 得 稳定 性 条 件 为 
以 三 1]. 
方程 组 (4. 8) 的 Lax-Wendroff 格式 也 是 容易 写 出 的 ,为 
Wh An) + A wn 2 + 1). 
用 分 量 代 入 有 


WwW 二 十 (wh 一 tww?_1) 十 Fa (Ce — 2 


wi? Tl 二 vw? 十 (wh yt Fa (wh 一 2 tw? ). 


根据 本 章 第 2 慷 的 结论 ,(4.17) 式 的 稳定 性 条 件 是 Ap(4) 三 1. 我 们 计算 得 o(4) 二 a, 因 此 
差分 格式 (4.17) 的 稳定 性 条 件 可 以 写成 aA 三 1. 


5 双 曲 型 方程 及 方程 组 的 急 边 值 问 题 


在 双 曲 型 方程 及 方程 组 的 初 边 值 问 题 中 ,方程 及 初 什 条件 的 离散 已 经 进行 了 讨论 ,本 
太 主 要 讨论 边界 条 件 的 处 理 . 在 初 值 问 题 中 ,我 们 没有 涉及 隐 式 格式 ,而 求解 初 边 值 问题 
则 可 用 隐 式 格式 进行 求解 . 因此 将 引入 一 些 隐 式 格式 . 
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5.1 二 阶 双 曲 型 方程 的 边界 处 理 
我 们 在 第 1 章 讨 论 过 波动 方程 


a » | 
0 il $0 (5. 1) 


它 的 边界 条 件 有 三 类 , 即 第 一 类 边界 条 件 , 第 二 类 边界 条 件 和 第 三 类 边界 条 件 . 由 于 第 二 
类 边界 条 件 是 第 三 类 边界 条 件 的 特殊 情况 ,因此 我 们 仅 处 理 第 一 、 三 两 类 边界 条 件 . 
第 一 类 边界 条 件 可 以 写作 


| (5. 2) 
第 三 类 边界 条 件 是 
| 去 十 COx| = Mm (t),， | 去 十 aov| 加 一 m(t). 二 
取 网 格 xz; 二 jh， j= 二 0,1,……,J; 二 nr， nn 宇 0. 其 中 有 二 0 是 空间 步 长 ,rz 二 0 是 时 间 步 
长 ,h 二 二 - 
第 一 类 边界 条 件 可 以 采用 直接 转移 的 方法 , 即 
U3 一 poor) = pp, uy = (nc) = pi. (5. 4) 


第 三 类 边界 条 件 可 以 作 如 下 处 理 ,利用 向 前 差 商 来 表 近 | 福 ] ,利用 向 后 差 商 来 通 


el em 类 边界 条 件 的 差分 表 近 


oUo 一 mo » 
(5.5) 
UT — WJ1 


十 afwu7 二 信 . 
对 于 二 阶 双 曲 型 方程 的 初 边 值 问题 ,有 了 差分 方程 ,初始 条 件 和 边界 条 件 的 差分 近似 就 完 


全 可 以 数值 求解 了 . 
求解 波动 方程 也 经 常 末 用 隐 式 格式 . 对 于 方程 (5. 1) ,在 第 n 一 1 层 .n 层 和 nn 十 ] 层 上 
用 中 心 差 商 的 权 平均 去 逼近 5 改 , 于 是 可 以 得 到 差分 格式 
2 一 [2 He 
Wj+1 eu 十 wi Us 一 Zu : 十 ze 
十 (1 一 20) a | i (5. 6) 


; 91 uv 
A 对 辅助 变量 交配 4 进行 差分 离散 
4 ot or 
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mn /的 一 . 
] u; Uj_1 us ! 一 ur 
2 
此 时 差分 格式 (5. 6) 等 价 于 
呈 - -i ES 一 nt 一 一 上 =- 0 ， 
ww Sy (5 4 
i zl i 
把 上 式 改 瑟 为 
”一 (wi 由 = ) 二 vw 十 Fo Co — wi})，, 
LB 


wl Aw 二 Ww 十- 二 oA 一 大 


由 第 二 个 方程 中 的 wj ,wo?( 即 在 第 二 个 方程 中 以 7 十 1 代替 )) 代 入 第 一 个 方程 后 可 
以 得 到 


tl 一 一 a A (va 一 2 | wi) 
1 4 J | 


(5.9) 
= 十 a (whl 一 ww1) 十 Ta (vi — 207 十 1). 
如 果 边 界 条 件 给 定 后 ,那么 方程 组 (5.9) 可 以 用 追赶 法 求解 , 求 出 ww 后 ,由 (5.8) 式 的 第 
二 式 可 以 得 到 w+ ,此 时 是 显 式 求解 . 
初 边 值 问题 的 差分 格式 的 稳定 性 应 该 用 能 量 不 等 式 的 方法 来 讨论 ,为 商 单 起 抑 ,我 们 
不 严格 地 仍 用 Fourier 方法 来 讨论 其 稳定 性 . 令 


v? 一 一 7 ewit, vw 1 一 ze 这 (一 到) 

把 它们 代入 (5.8) 式 有 

zl1 一 元 (eX2 一 ew"tl = wr 十 二 (ei 太 一 -its ) vr ， 

-iz To 二 FA es) 一 eW3 vr 十 FA Ew) 
如 果 令 v" 二 [vw*， w”"] ,那么 有 

1 一 aisin 分 1 isin 2 
I = Ur” 
= 1 | i > 1 


由 此 可 以 得 到 差分 格式 (5.7) 的 增长 矩阵 
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2 
] 一 一 
4 1C 
| | 2 
| 1 一 aisin 人 1 aisin 学 | |1+ 条 1+ 生 
G(T,00) = Ep a pp -= 2 ' 
aAlsin 5 ] caAlSsSIn 7 ] ; l 了 


其 中 c==2aAsin Ea G 的 特征 方程 是 


a 


由 此 得 到 G 的 特征 值 


» = (1+4) [=- 和 ji 
容易 验证 |4| = 二 1， 因此 von Neumann 条 件 满足 . 此 外 我 们 注意 到 ,G* G 是 单位 矩阵 , 知 G 
是 西 矩阵 ,所 以 von Neumann 条 件 是 稳定 的 充分 必要 条 件 . 由 此 得 出 ,差分 格式 (5.7) 是 
无 条 件 稳 定 的 . 
5.2 一 阶 双 曲 型 方程 及 方程 组 的 边界 条 件 
考虑 有 限 区 域内 的 对 流 方程 


of 口 工 


初始 条 件 为 

KZ 0) = g(xX), XE (0,1). (5.11) 
下 面 来 考虑 怎样 给 出 边界 条 件 是 正确 的 . 先 假定 a 二 
0. 由 此 方程 (5. 10) 的 特征 线 是 由 初始 上 一 0(C 即 工 轴 ) 

不 能 给 条 件 ” 出 发 向 右倾 斜 , 因 此 在 区 域 {(Cz,i)10 过 zz 过 1， 1 三 

0} 的 右边 界 不 能 给 边界 条 件 ,而 只 能 在 左边 界 X= 二 0 

处 给 出 边界 条 件 ( 见 图 3. 11) 

: u(0,2) = q(t), i 0. (9. 12) 

图 3.11 当然 ,我 们 还 要 求 满足 条 件 g(0) 二 gp(0). 
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与 上 面 情 况 相 反 , 如 条 a 一 0, 那么 特征 线 的 走 同 换 了 方 品 ,因此 在 左边 界 z 一 0 处 不 
能 给 条 件 , 而 在 右边 界 x 二 1 处 必须 给 出 边界 条 件 . 
现在 考虑 有 限 区 域内 的 双 曲 型 方程 组 


du | A du 0, UU 志 ls .> 0 (5 13) 
ot dx 


其 中 U= (U1,*** po :A 为 p Xp 各 数 斌 阵 . 
令 $ 为 4 的 特征 癌 量 所 组 成 的 矩阵 ,使 得 


及 
号 -起 态 二 让 二 AY 《5 14) 
有 
其 中 
pp A 
从 站 rs 
AI = 加 0，A™== - 一 0，A =0 
A Ap_s 
引入 新 变量 vw 二 S$ 'u, 这 样 得 方程 组 
qu ou | 
37 A (5, 15) 
可 工 _ I 9 I 9 HH _ I 9 I[ 于 
Ep 一 A gz gr A Ed 元 也 一 0 


利用 上 面 的 推导 ,如 果 给 定 了 初始 条 件 
V(rT0) 一 gt)， 0 一 工 志 11， 
和 边界 条 件 
vl = 0 ti w= os 
那么 我 们 得 到 方程 组 的 惟一 解 . 在 x==0 处 边界 条 件数 目 是 等 于 A 的 负 特 征 值 的 数目 ,在 
ZX 二 1 处 ,边界 条 件 的 数目 等 于 A 的 正 特征 值 的 数目 . 相应 地 对 于 特征 值 等 于 雪 ,不 震 给 出 
边界 条 件 . 


5.3 一 阶 双 曲 型 方程 及 方程 组 的 数值 边界 处 理 


我 们 知道 一 阶 双 曲 型 方程 不 是 每 个 边界 痢 给 定 条 件 的 ,因此 差分 方程 所 需 的 边界 答 
件 往往 要 比 微分 方程 的 边界 条 件 要 多 . 由 此 必须 加 上 附加 的 边界 条 件 , 亦 称 数值 边界 条 
件 . 如 采 这 样 的 条 件 处 理 不 好 ,就 会 影响 到 内 部 网 格 点 的 计算 ,从 而 寻 致 整个 计算 的 不 稳 
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定 . 在 本 小 节 中 我 们 仅 以 例子 作 说 明 而 不 进行 一 般 性 的 讨论 
例 5.1 考虑 对 流 方 程 
Qu az 


of ox 


Nee 一 Pi， tt~>0. 


我 们 采用 蛙 跳 格式 
utl =u A un), j=1,…,J—1. (5. 17) 
来 通 近 方程 (5. 16). 初 边界 条 件 的 离散 取 
u? = p(t,), (5. 18) 
u; = g(ZX;). (5.19a) 


由 于 蛙 跳 格式 (5. 17) 是 一 个 三 层 格式 ,因此 初始 条 件 中 还 需 加 上 wi 的 值 . 注意 到 
PN Tu lx,d) 十 Ocz) 


A 
dx 


特别 取 t==0, 并 假定 g(x) 一 次 连续 可 微 , 则 有 
u(xX,T) = g(x) rm (rz) dt OC). 

这 样 我 们 得 

u; = g(x;) re (rj). (5.19b) 
我 们 假定 利用 (5. 19a) 及 (5.19b) 可 以 得 出 w ,ww ,jj 一 0,…,J. 这 样 利 用 差分 格式 (5. 17) 
及 边界 条 件 (5.18) 可 以 得 出 wj ,j= 二 1,…,J. 接 下 去 要 计算 ww , 当 计 算 wi 时 就 必须 用 到 
uo ,这 个 值 不 可 能 由 差分 格式 (5.17) 给 出 .于 是 ,对 于 差分 格式 (5. 17) 来 说 必须 增补 x 二 0 
处 边界 条 件 . 增补 这 种 边界 条 件 的 方法 很 多 ,最 容易 考虑 到 的 是 外 推 方法 

2 一 228 — uu?. (5..20) 
这 个 方法 是 否 可 行 呢 ?” 为 方便 起 见 我 们 在 四 分 之 一 平面 x 宇 0， t 宇 0 上 考虑 问题 . 此 时 
对 于 方程 (5. 16) 来 说 在 z=0 处 不 能 给 条 件 . 但 利用 蛙 跳 格式 (5. 17) 来 解 就 必须 给 出 条 
件 . 我 们 就 考虑 条 件 (5. 20). 如 果 选 取 特 殊 的 初 值 
| 1,j=1 


| ] 
一 | u; 一， = I 
ji (op i J 


law l=K. 主 ) 
J 
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其 中 天 为 一 常数 ,| ull; 二 wj 1h. 由 此 看 出 选取 (5. 20) 作 附加 边界 条 件 是 不 行 的 . 


如 果 我 们 用 数值 边界 条 件 
us!! = ur! 2A(u? — wt) (5. 21) 
来 代替 (5. 20) ,其 结果 仍 是 不 行 的 . 由 此 看 出 ,我 们 必须 小 心 处 理 差 分 计算 中 的 附加 边界 
问题 . 下面 我 们 给 出 两 个 可 行 的 附加 边界 条 件 


unl! = ?AC(u? — wr) 【与 22) 
和 
ur ! 二 wi ! 十 4 | i wl!) |: (5, 23) 
我 们 注意 到 条 件 (5. 22) 就 是 利用 迎风 格式 进行 边界 处 理 ,一 般 来 说 这 总 是 可 行 的 ,天 
于 这 点 我 们 在 例 5. 2 中 再 讨论 . 
例 5.2 考虑 微分 方程 组 
了 十 人 了 一 0， 0 (5. 24) 
其 中 
一】 
| 一 (WU) 点 一 | | 
—] 0 
定 解 条 件 为 
u(0,t) 一 0 
je = p(x), (5. 25) 
Cry0) = g(x). 


我 们 知道 ,对 mv 而 言 ,在 x 二 0 人 处 不 能 给 边界 条 件 , 否 则 将 导致 微分 方程 的 初 边 值 问题 的 不 
适 定 .下 面 我 们 用 Lax-Wendroff 格式 来 求解 (5. 24). 其 格式 是 


u?' 一 好 十 AC 人 FA (zl — LW? + Wi 1)， 


(5. 26) 
wT! = 十 A Wy 5 CO 
我 们 假定 在 t= 二 nr 时 ,ww ,万 ,j= 二 0,1,… 是 给 定 的 ,那么 如 ,下 ,j 二 1,2,… 可 以 按 公 式 


(5. 26) 计 算出 来 .好 是 作为 x 二 0 处 边界 条 件 给 出 ee ww 11. 这 个 条 件 在 
微分 方程 问题 中 无 相应 的 边界 条 件 .但 这 个 量 在 计算 好 一 ,本 时 是 必须 的 ,因此 必须 增 
补 这 个 附加 边界 条 件 . 

首先 我 们 采用 特征 概念 来 处 理 附加 的 边界 条 件 . 根据 第 2 节 的 推导 ,我 们 可 以 把 
(5. 24) 式 化 成 特征 型 
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其 二 


_ ©-l el | 0 mw | 1 1 A 11 1 
v=S u, A=S AS= ， 乌 一 二 ， 一 
0 一 ] “| 一 1 1 ] ] 


如 果 令 vw 二 (5, ,那么 5 二 wu 一 v0， wy 二 wu 十 v. 可 以 看 出 ,附加 边界 条 件 就 是 要 给 出 及. 
利用 方程 组 (5. 27) 的 解 沿 特征 线 是 一 个 常数 , 即 
矶 ”一 及 . 
由 于 我 们 取 4 二 二 1, 因此 点 Q 落 在 区 间 [zo,zi] 上 ( 见 图 3.12). 而 驳 可 以 利用 允 , 胡 
进行 插值 来 求 出 , 即 
珊 ”一 大 一 而 十 4( 瑞 一 珊 ). (5. 28) 
当然 ,我 们 还 可 以 利用 玫 , 列 ,有 闫 来 进行 插值 以 求 得 更 为 
精确 的 胸 阅 .已 经 证 明 , 人 处 理 边界 点 的 精度 可 以 比 内 点 低 
wm 一 阶 而 不 影响 计算 的 精度 . 因此 ,如 果 内 点 用 二 阶 精 度 的 
3. 12 格式 ,如 Lax-Wendroff 格式 ,那么 边界 处 理 用 (5. 28) 式 
足够 了 .利用 丰 及 太一 就 可 以 求 出 要 一 
附加 边界 条 件 (5. 28) 可 以 解释 为 迎风 差分 格式 , 即 


n+l 


其 实 这 样 处 理 更 方便 . 
下 面 再 讨论 推导 数值 边界 条 件 的 一 些 方法 . 


根据 边界 条 件 w(0,z) 二 0， :>0, 那 么 可 以 得 出 p=0, 利 用 方程 (5.24) 有 字 (0,) = 
0. 在 ;一 (2 十 1)z 上 使 用 向 前 空间 差 商 来 允 近 , 则 可 以 得 到 


a (5. 29) 
当然 这 个 通 近 是 一 阶 的 . 我 们 利用 Taylor 展 式 可 以 构造 出 二 阶 的 允 近 ， 


| | i | ™， 下 十 1 2 
vU(2h tn) 一 oo 十 2 于 十 2 和 
/0 


ax’ 


了 十 1 


| dv "1 2 927 Yt ee 
v(h ,tri) 一 = VOL Il) + 太守 + (3 二 OO )， 
.9X jo 2 \97r° ho 


好 十 1 A2.,, nl 
由 条 件 | 名】 一 0, 略 去 OO2) ,并 使 | 5】 ”消去 就 得 出 边界 条 件 的 处 理 
3 一 4 十 请” 一 0. (5. 30) 
如 果 采 用 方程 组 (5. 27) 的 第 二 个 方程 ， 
gv du 


9 (5. 31) 
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在 xX 二 0， ;ti 一 (2 十 1)z 处 建立 差分 方程 有 
请 十 和 (本 一 二 )， (5 32) 
由 (5. 31) 式 来 构造 差分 格式 也 可 以 用 简单 的 有 限 体积 方法 来 推导 . 取 
DBD= {r,t) 1 0 和 XT 和 hh， nr tn 二 1)r}, 
并 对 方程 (5. 31) 在 9 上 积分 


een ou z 
En 元 |dzd 一 0， 
由 此 推出 
| [v(xstr) — v(x ts) | dx = | [uth yt) — ww tO0,£) ] dr. 
利用 梯形 公式 近似 计算 上 面 的 积分 ,得 到 
vw =v A wu ]. 

上 面 我 们 通过 两 个 例 于 给 出 了 推导 数 值 边界 条 件 的 一 些 方法 . 这些 方法 是 可 以 使 用 

的 ,但 理论 上 的 分 析 已 超出 了 本 书 的 范围 . 


6 二 维 问 题 


我 们 已 经 讨论 了 一 维 空 间 变 量 的 双 曲 型 方程 和 双 曲 型 方程 组 的 差分 方法 . 原则 上 者 
可 以 扒 广 到 二 维 甚至 于 三 维 问 题 , 但 也 存在 春 一 定 的 问题 ,特别 是 稳定 性 的 限制 比 一 维 问 
题 严 得 多 . 
6.1 一 阶 双 曲 型 方程 

考虑 双 曲 型 方程 的 初 值 问题 


3 Qu ,at  ， 
| ot dz dy 
u(xsy0) a 一 一 时区 2 y 三 oo (6, 2) 


此 初 值 问题 的 解 为 u(xz,y,?) 一 g(x 一 at,y 一 65t). 下面 以 Lax-Friedrichs 格式 为 例 , 给 出 二 维 
差分 格式 及 稳定 性 分 析 . 为 方便 起 见 ,不妨 设 工 方向 和 wv 方向 是 等 步 长 的 , 即 Az 一 Ay 一 几 ， 
这 样 初 值 问题 (6.1),(6.2) 的 Lax-Friedrichs 格式 为 


及 十 ] 


] . 
im Wimt Uj ,m1 十 Ui l,m Uj_1,m ) 


TT 
二 人 二 而 人 二 人 一 0， CB 5 


Uin = g(Xj» Ym). 
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取 ) 一 工 为 常数 , 易 知 Lax-Friedrichs 格式 是 一 阶 精度 的 . 下 面 讨论 (6. 3) 式 的 稳定 性 . 令 


n _ An i om) 
Uim 一 世上 1 


代入 (6.3) 式 有 

ot [ 误 Ccosk Fcosksh) —iACasinkih + bsinksh) ] 
所 以 增长 因子 为 

Ge 有 = FCcoskih ny to oT ly 
其 中 k= (ki ,k;,). 


Gr,k) | 一 (cosk hcosksh)’? + A (asinkih + bsinksh)? 
一 1— (sin?kih | sin?k,h) [二 Xa 二 ) | 


一 二 (cosk h— cosksh)’ —A (asinkih — bsinksh). 


注意 到 上 式 第 二 个 等 号 右边 的 最 后 两 项 是 负 的 ,因此 有 


GO,k) | 1 CGsinikih + sin’ kh) [3 Xa 15 ) | 
如 果 
(a A 广 ， 
即 
和 (6. 4) 


成 立 ,那么 von Neumann 条 件 满足 ,所 以 格式 (6. ew 4) 式 满足 时 是 稳定 的 .如 果 在 方 
程 (6.1) 中 , 令 2 一 wa 那么 条 件 (6. 4) 就 化 为 jae .由 此 可 以 看 出 ,二 维 问 题 的 Lax- 


Friedrichs 格式 比 一 维 问题 的 Lax-Friedrichs 格式 的 ph 
为 了 放宽 稳定 性 条 件 ,出 现 了 各 种 技巧 .在 此 仅 讨 论 分 数 步 长 法 ,这 是 一 个 二 步 方 法 . 第 


- 步 是 由 工 方 同 的 差分 把 4 推进 到 十 元 ; 第 二 步 是 由 y 方向 的 差分 把 十 二 推进 到 


二 二 


tim “ 一 Ujm 二 TD 1 wim 本 (6 . 5) 
atl = wt? + rtDousts, Ee 


其 中 Di 和 D; 分 别 是 关于 工 方 同和 y 方 回 的 差分 算 了 于. 这 样 的 二 步 法 称 为 分 数 步 长 法 ， 
尔 称 局 部 一 维 格式 . 
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考虑 由 Lax-Wendroff 格式 来 完成 这 二 步 算 法 ,此 时 
1 T je 1 


1) 一 一 4 7 十 一 7 u pi A+ A = 
\ 1 

),。 -Ay -i 了 
D， = -bo 下 


其 中 Afwsn =wpin— Un? A un =Utlm— in? ATuin=Un— Um? 于 A ,A ,A 
可 以 同样 定义 . 

为 了 讨论 用 Lax-Wendroff 格式 构成 的 分 数 步 长 法 的 精度 , 先 构 氨 二 维 问 题 (6. 1) 的 
Lax-Wendroff 格式 . 设 是 方程 (6. pe 的 解 ， 和 9 


2 本 
一 aa 十 200 二 站 +o 2 


of? 9 
因此 有 
cr? ” 可 2 


十 2ab =- yt 3 py st) | ). 
ee ， 本 1) 式 的 Lax-Wendroff 格式 
和 = [1 人 CaAi 二 pAY) 
z (6.7) 
+ 5 区 “AT Az= 十 - obA5AS + DA | 
急 知 这 是 二 阶 精 度 的 差分 格式 . 
对 于 分 数 步 长 法 (6.5) 式 和 (6. 6) 式 ,容易 得 到 
wn = [Ci 一 TD ) 十 ri (i 一 cri); ) | Wm 一 [1 十 TD 十 D, ) 十 pn | im . 
用 一 维 的 Lax-Wendroff 格式 代入 有 
= | 1 一 Sal 十 5AY) 十 5 [es ib A AA | 
] 1 


1 1 .1 1 


2 工 3 3— a br —AY 一 AT As 
Fw Tt py pA A Fa br ye pA 
] 下 ] 江 I J A 天 
I GE 7 人 A= AT A | 


[1 一 Sal 十 DAz) 十 5 (AT A b AY A 


eR FDA Ai ) | Ne 
此 式 写 (6.7) 式 相 比 较 , 分 数 步 长 法 是 二 阶 精 度 的 格式 . 


分 数 步 长 法 的 稳定 性 是 容易 得 到 的 . 设 Gi (rt,&i) 是 对 应 于 (6.5) 式 的 增长 因子 ， 
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Gs(T,k) 是 对 应 于 (6.6) 式 的 增长 因子 ,因此 ,整个 格式 (6.5) 式 和 (6.6) 式 的 增长 因子 
GTRk) 二 Gy (TR) ， Gi (tk). 由 一 维 Lax-Wendroff 格式 的 稳定 性 条 件 (1. 15) 得 , 当 
al 三 1 时 ,有 |Gi(r,k1) | 三 1; 当 |514 夺 1 时 ,有 |Gs(rt,k2) | 三 1. 由 此 可 以 得 出 ,用 Lax- 
Wendroff 方法 形成 的 分 数 步 长 法 稳定 性 条 件 为 

alA 寺 1, |5A 志 1. (6. 8) 


6.2 一 阶 双 曲 型 方程 组 
考虑 最 人 简单 的 一 阶 沼 系数 方程 组 
ou du ou | 
arta 0 (6.9) 
其 中 二 [xp] ;4;B 为 实 的 p 阶 方 阵 . 


我 们 称 方程 组 (6. 9) 是 双 曲 型 方程 组 ,如 果 对 所 有 的 a,B,a 十 B= 二 1, 有 非 奇 异 和 矩阵 
S 使 得 


人 一 Sa4 十 8B)S ， 
其 中 A 是 对 角 线 元 素 为 实数 的 对 角 和 矩阵 . 
显然 ,如 果 A,B 是 对 称 和 矩阵 , 则 方程 组 (6. 9) 是 双 曲 型 方程 组 ,此 时 称 为 对 称 双 曲 型 
方程 组 . 
仍 以 Lax-Wendroff 格式 为 例 来 讨论 . 仿 二 维 双 曲 方程 的 推导 , 通 近 方程 组 (6. 9) 的 
Lax-Wendroff 格 式 是 


杏 十 


U jim 全 于 区 加 昌 (6. 10) 


其 中 L; 是 差分 算 子 ， 
ee (AAs TT BAS)T 3 站 3A [(AB + BA)AS A ]. 
利用 Fourier 方法 来 讨论 (6. 10) 式 的 稳定 性 . 令 


n ih 训 +konh)》 ， 


Ui 一 攻 
代入 (6. 10) 式 可 得 增长 矩阵 
G(r,k) =I+iA(Asinkiht Bsinksh) 十 和 LA (coskih— 1) 


十 吾 (cosksh—1)|— py (AB 十 BA )sinkih sinksh. 


其 中 大 = (ki ,ks ). 如 果 有 A,B 是 对 称 窍 阵 , 那 么 可 以 证 明 Lax-Wendroff 格式 的 稳定 性 条 件 是 


| ] Wy 1 z 
Ap(A) 三 一 -，A)o(B) 三 一 . (6. 11) 
2 /2 2 /2 


可 以 看 出 , 比 一 维 Lax-Wendroff 格式 的 稳定 性 条 件 4o(4) 三 1 要 严 得 多 . 
为 放宽 稳定 性 条 件 ,Lax 和 Wendroff 还 提出 差分 格式 
wut! = LV’,, (6. 12) 
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其 中 L;” 为 差分 格式 ， 
Boa A 5 (A? + B:)AT A* Ai Ay， 
格式 (6. 12) 的 稳定 性 条 件 为 2X*p( 和 十 B?) 硅 1, 此 条 件 虽 比 条 件 (6. 11) 有 所 放宽 ,但 是 放 
宽 其 微 . 此 外 ,由 于 加 了 一 项 ,因此 计算 变 得 复 淋 了 ,所 以 从 计算 时 间 上 看 还 是 不 合算 的 . 
Strang 提出 了 一 个 很 好 的 方法 ,在 此 稍 作 讨 论 . 考虑 一 维 一 阶 常 系数 双 曲 型 方程 组 


du 


江上 十 4 了 所 (6. 13) 
通 近 它 的 Lax-Wendroff 格式 可 以 写作 
wh 一 Li(r)w, C6. 14) 
其 中 差分 算 子 
:i AA + FAA A Az 


容易 看 出 ,差分 算 子 Li 通 近 微分 算 子 
zo A lz4z9 
Sn 
同样 地 ,差分 算 子 


了 >(r) 一 下 一 5 ABA? 十 5 A B:AY A> ， 
逼近 微分 算 子 
9 1] 。 。 了 
于 一 
L A B 5 


现在 引入 差分 算 子 
L, (7) = Lz (#) Co ] 
来 构造 差分 格式 
i J. (6. 15) 
容易 看 出 ,差分 格式 (6. 15) 是 以 二 阶 精 度 通 近 方 程 组 (6. 9). 


对 于 差分 算 子 
i 
ni(3)=1-1 (Ssti (2) a 
的 稳定 性 条 件 是 Mo(4) 科 2, 而 天 (Cr) 的 稳定 性 条 件 是 Mo(B) 和 过 1, 由 此 看 出 ,差分 格式 
(6. 15) 的 稳定 性 条 件 为 Mo(4) 和 过 2.Mpo(B) 反 1. 
6.3 隐 陈 格式 和 ADI 格式 


显 式 格式 的 稳定 性 是 有 条 件 的 ,并 且 多 维 的 稳定 性 条 件 更 严 . 为 得 到 稳定 性 好 的 格 
式 , 隐 式 格 式 受 到 重视 . 通 近 (6. 1) 式 的 最 简单 隐 式 格式 为 
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| 十 1 并 十 ] 玫 十 1 并 十] 
Uy le We rjmtl Hj,m-l 
jm Ujm 本 和 此 六 1 em il 一 0. 


Tt 2h : 2h 


(6.16) 


容易 推 得 ,格式 的 截断 误差 为 O(z) 十 OCh*). 为 讨论 (6. 16) 式 的 稳定 性 , 仍 采用 


Fourier 分 析 方 法 ,此 格式 的 增长 因 于 为 


、 加 1 
Ne 1 + iaA sinkih + io sinksh 
由 此 得 
[ee HE l Eh 


1 + CaXsinkih + Bhsinksh)’ 
因此 差分 格式 (6. 16) 是 无 条 件 稳 定 的 . 
为 提高 精度 ,可 以 构造 如 下 格式 


+1 十 1 __ 。， 亚 十 1 tl 十 1 
Er Eh jm a ] Wj l,m Uj1, m | Uj, 7 十 ] uj, mr—1 
T 4 2h 2h 


下 2h 2 | 0. 


此 格式 称 为 允 近 (6.1) 式 的 Crank-Nicolson 格式 . 其 截断 误差 为 OC(z 十 hh )， 


(6.17) 式 的 增长 因子 为 


和 Ssinkih ee sinkah 


GHD = 
1 + i sink 不 十 1= sink, h 


PE 


(6. 17) 


用 隐 式 格式 求解 二 维 问 题 得 到 的 线性 方程 组 其 系数 矩阵 为 宽 市 状 ,因此 求解 不 甚 便 


利 . 采用 交替 方向 隐 式 (ADI) 格 式 可 以 避免 此 问题 . 
先 考虑 求解 (6.1) 式 、 (6.2) 式 的 局 部 一 维 格式 


1 


(6.18a) 


(6. 18b) 


为 分 析 其 截断 误差 ,由 (6. 18a) ,(6. 18b) 式 消去 uw” ?3, 由 此 可 以 得 到 ,(6. 18a) 和 (6. 18b) 


式 等 价 于 
wn 一 Wi 7 Ei 得 
一 一 一 一 一 一 + ar Au ee Ts A i A 


从 而 可 知 ,(6. 18a) 和 (6. 18b) 式 的 截 ed 和 ). 
为 讨论 (6.18a) 和 (6. 18b) 式 的 稳定 性 , 易 得 其 增长 因子 为 
1 
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其 模 的 平方 为 
1 
(lasint Rh) (oA sinksh) 
) | 三 1. 由 此 得 到 差分 格式 (6. 18a) 和 (6. 18b) 是 无 条 件 稳定 的 . 
下 面 讨 论 基 于 二 阶 精度 的 ADI 格式 .考虑 通 近 (6. 1) 式 的 格式 Crank-Nicolson 格式 


[1GCr 天) 下 = 


(6. 17) ,等 价 地 写成 
Wa 一 Wi A Tr 六 十 1 bb Y 如 1” tb 
A ) + + ut) 一 0， (6. 19) 
或 写成 
人 上 + 到 十 于 只 司 ] 三 (一 二 一 
人 4 4 
此 式 也 等 价 于 
LE me I i lnAy|s 
(+ Fa (1+ 1 人 AAA js 一 1 et. (1 FA jw 
其 时 yAI nl __ ni 
+ TabA? AYAS Cu — wh). 
显然 ,上 式 中 最 后 一 项 是 O(7T) 的 项 . 因此 ,去 控 此 项 为 一 个 二 阶 格式 , 即 
la) 二 AS ] 吉 nl 一 [Tas) TA jw io (6.20) 


此 格式 由 Beam 和 Warming 首先 研究 ,也 称 其 为 二 维 Beam-Warming 格式 . 由 (6. 20) 式 
给 出 ADI 格式 为 


[| 十 二 只 A jw (1 +ws jl1 TO ] | (6. 21a) 
[| + ju (6. 21b) 


不 难得 出 ,(6. 20) 式 的 增长 因子 为 


I Ssinkih | sinkzh 
G(T,Kk) 一 一 


Ee 


(1+i 湖 UR h (1 +i 名 sink, | 


于 是 ,|G(r,k) | 王 1. 因 此 二 维 Beam-Warming 格式 以 及 相应 的 ADI 格式 是 无 条 件 稳定 
的 二 阶 精 度 格式 . 
如 果 在 格式 (6. 20) 的 两 边 减 去 


(+3 A (1 十 半 A )， 
那么 可 得 男 一 形式 的 ADI 计算 公式 
(1 十 人 Ai ] Ad 一 [全 十 多 和 Ai 1 (6. 22a) 
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(1 二 TO ] Au = (6. 22b) 
其 中 Aw, = 好 ! 一 wu， ,此 格式 一 般 称 为 6- 公式. 
7 非 线 性 方程 
本 节 简单 介绍 非 线性 双 曲 型 方程 的 一 些 基 本 概念 及 相应 的 一 些 差分 方法 
7.1 守恒 律 的 初 值 问 题 
最 简单 的 非 线 性 双 曲 型 方程 为 Burgers 方程 
本 于 全 (7.1) 


此 方程 是 拟 线 性 双 曲 型 方程 . 等 价 地 可 以 把 (7. 1) 式 写成 


du 9 wu ) 7 
尝 + 交 (对)= 0. (7.1) 


此 形式 称 为 (7. 1) 式 的 守恒 形式 . 更 一 般 地 考虑 
gu 9fOD) 
ot az 

其 中 f(w) 是 的 非 线 性 函数 . 通常 ,假定 f(w) 是 严格 上 是 函数 , 即 六 (6 二 0, YEER， 此 方 

程 称 为 (单个 ) 守 恒 律 .初始 条 件 可 设 

0 

那么 (7.2) 式 ,(7.3) 式 合 起 来 称 为 守恒 律 的 初 值 问题 . 

设 x 为 初 值 问题 (7. 2) ,(7. 3) 式 的 解 , 令 
a(u) = f (wu), 


心 ， 1 0 ， 人 CC R,， (7 . 2) 


那么 (7.2) 式 可 以 写成 
du . gu 
FE a(u) Fr 0, 


由 此 ,此 方程 (或 (7.2)) 的 特征 线 方程 为 
dE (7. 4) 
dz 
在 特征 线 上 有 
du ou andz_ ae an- 
a 
因此 ,在 特征 线 上 为 和 常数, 从 而 推出 ,特征 线 (7.4) 是 了 是 线 . 
下 面 考 虑 守恒 律 初 值 问题 . 以 初 值 问题 (7. 1) 和 (7.3) 为 例 进 行 讨论 .假定 w (x) 是 


充分 光滑 的 函数 , 当 xz 和 一 1 时 ,wo (xz) 二 1, 当 Xz 宇 1] 时 wo (x) 二 0, 并 有 wo (x) 志 0, wo (xz) 的 
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图 形 如 图 3. 13. 对 此 初 值 问题 ,可 以 看 出 , 当 t 较 大 时 ,不 同 的 特征 线 相交 , 见 图 3. 14. 这 
个 例子 说 明 : 即使 f,wuo 部 是 充分 光滑 的 畏 数 , 初 值 问题 也 不 可 能 对 时 间 整 体 地 有 连续 解 
存在 . 由 此 我 们 必须 推广 守 但 律 初 值 问题 解 的 定义 . 


图 。 3. 13 图 3.14 


定义 7.1 有 界 消 数 w(z,i) 称 为 初 值 问 题 (7.2),(7.3) 的 弱 解 ,如 果 对 任 一 pg€ 
Ci(R X(0,ceo)) 有 


hs Np 四 
| | | 7 去 |dzd: 二 | gr,0)u (z)dz 一 0， (7. 5) 


其 中 Co(R X(0,ce)) 表 示 连 续 可 微 并 在 茶 个 有 界 集 外 为 零 的 图 数 p(x, 四 组 成 的 空间 . 
上 述 定 叉 的 守恒 律 初 值 问 题 的 弱 解 允许 存在 间断 . 假定 卫 是 在 zx: 平面 上 的 一 条 光 
滑 曲 线 , 厂 用 z= 二 8&(1) 来 表示 . 守恒 律 初 值 问题 的 弱 解 w 穿 过 有 跳跃 ( 即 解 间断 ) , 令 一 
u(é(1) 一 0,1) ,ui 二 wu(&(1) 十 0,1) ,那么 在 械 的 每 一 点 上 有 
(UO— Us = fu) OO— fur), (7.6) 


此 式 称 为 跳跃 条 件 , 其 中 ;一 Si 如 为 间断 传播 速度 . 


事实 上 ,xz 在 其 连续 可 微 区 域 满足 微分 方程 .wx 在 间断 线 x 二 &(t) 上 满足 跳跃 条 件 (7. 6) 
式 , 这 是 轮 解 的 为 一 种 定义 . 

守恒 律 初 值 问题 的 蚤 解 推 广 了 微分 方程 初 值 问题 连续 可 微 解 的 概念 ,但 这 样 推广 后 
叶 作 了 弱 解 的 不 惟一 ,有 的 问题 甚至 可 以 有 无 穷 多 个 弱 解 .一 般 物理 问题 虱 要 求 有 “物理 
意义 ”的 解 , 即 要 求 有 惟一 解 . 从 弱 解 中 选 出 所 要 求 的 惟一 和 解 , 必 须 在 弱 解 上 加 条 件 , 即 所 


谓 “ 炉 条 件 ”. 
设 x 定义 在 上 半 和 平面 上 全 0 上 ,除了 在 有 限 条 光滑 曲线 上 间断 外 是 连续 可 微 的 ,这 样 
的 图 数 集合 记 为 光 
设 x 为 守恒 律 初 值 问题 (7. 2) 式 、 (7.3) 式 的 弱 解 .如 果 在 间断 线 x 二 &(1) 上 满足 
flu) 一 flw) 和 fu) 一 fu) flu) 一 fw) ywel 本 


MI — tw Ur — Ul 一 Ww 


[一 (min{za yz ,max{uisur) ) ,那么 弦 解 在 光 中 是 惟一 的 .一 般 称 上 述 不 等 式 为 烂 条 件 或 


炮 不 等 式 . 
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由 (7. 6) 式 知 
、 一 fw) — fl) . 
tr Ul 
s 为 加 断 线 传播 速度 . 在 燃 不 等 式 的 石 端 令 wu , 左 病 令 wu 可 得 
fw) sf (wu), 
利用 a(w) 二 了 六 (wu) ,那么 有 
alm) = #2 au). 
a(u:) 是 在 间 汤 线 右 边 的 特征 线 和 斜率 的 倒数 ,a(u) 
是 在 间断 线 左 边 的 特征 线 斜率 的 倒数 . 因此 箭 不 
等 式 可 以 写成 
1 | ] 
此 式 的 几何 解释 是 间断 线 两 边 的 特征 线 都 “ 走 癌 ” 
间断 线 , 见 图 3. 15. 
下 面 讨论 守恒 律 (7. 1) 式 及 初 值 
u， 工 二 0， . 
u(X,0) = uo (7X) = | (7.9) 
0 


ut rr 卫 因 


(7.8) 


图 3.15 


这 样 的 初 值 问题 称 为 Riemann 问题 . 
如 果 丰 二 xz 那么 存在 惟一 的 弱 解 


四 对 
u(x,t) = | 中 (7. 10) 
下 本 = i 


其 中 o 一 志 (u 二 wu) 是 间断 的 传播 速度 ,此 时 解 为 激 波 . 激 波 图 示 见 图 3. 16. 


如 果 必定, 则 初 值 问 题 (7.1),(07.9) 有 无 穷 多 个 弱 解 ,其 中 之 一 仍 可 用 (7. 10) 式 来 
表示 ,但 此 时 解 是 不 稳定 的 . 另 一 个 弱 解 可 表示 为 


se 
Uls 妆 二 < 让， 
1 
证 TT 
u(rT,t) 一 要 - Ul SS ur) (7.11) 
whe te 
tf s ee [# 


称 其 为 稀 朴 波 . 稀疏 波 图 示 见 图 3. 17. 
一 般 守 恒 律 及 气体 动力 学 方程 组 的 Riemann 问题 可 参考 文献 [91. 
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I 
速度 妇 
速度 下 
ul pi 
”AU 速度 
pe Hr 

0 x 

3. 16 图 3.17 


7.2 Lax-Friedrichs 差分 格式 
设 乡 为 工 世 平面 上 一 有 界 区 域 ,对 守恒 律 (7. 2) 式 在 2 上 积分 并 用 Green 公式 有 
(和 十 一 Co jaad | RE 


其 中 有 =39, 即 9 的 边界 . 为 推导 差分 格式 , 取 9= 


一 ] 
| 入 
人 (Ti 1 9 tn ) "B(x; H1s tn 十 1 有 人 L( 工 ji 一 1 "十 1 )s D(x;-i Ey 
见 图 3. 18. 卫 为 矩形 ABCD 的 边界 ,那么 
| (fdt— udz)= | (— wu) dx +| (— wu) dr j-l j+1 


图 3.18 
+| Fod 十 | f (uw di, 
AB CD 


上 陈 右 端 采 用 数值 积分 来 近似 .第 1 个 积分 用 梯形 公式 ,第 2 个 积分 用 中 矩形 公式 ,第 3、 
第 4 个 积分 用 下 矩形 公式 ,这 样 可 以 得 到 人 晕 近 和 守恒 律 的 Lax-Friedrichs 格式 


] .. 
全 — 十 wai) 


2 A Dl A 0 (7. 12) 


r 2 
在 双 曲 型 方程 的 求解 中 网 格 比 4= ,Lax-Friedrichs 格式 (7. 12) 的 截断 误差 为 O(rt 十 有 hh). 
(7. 12) 式 为 非 线性 差分 格式 . 对 稳定 性 不 做 严格 讨论 ,而 采用 线性 化 稳定 性 分 析 方 法 来 粗 
略 讨论 (7. 12) 式 的 稳定 性 . 先 把 守重 律 (7. 2) 式 写成 非 守恒 形式 学 +aCu) 屯 一 0, 再 设 
aa) 与 无关, 那么 差分 格式 (7. 12) 化 为 


We" 二 本 = ， ， 
| 2h 
此 差分 格式 在 常 系数 双 曲 型 方程 中 讨论 过 ,其 稳定 性 条 件 为 la14 三 1, 类 似 于 冻结 系数 广 


== 二 
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法 可 以 得 到 
max | a(lw?) | A 1. (7.13) 


此 条 件 为 格式 (7. 12) 的 稳定 性 条 件 . 在 实际 计算 中 ， 上 述 条 件 还 需 增 加 一 些 安全 系数 ,如 
可 取 


max | a(wW) |4< :| ops 


其 中 为 一 个 正 的 小 数 . 从 稳定 性 条 件 (7. 13) 可 以 看 出 ,这 个 条 件 不 但 依赖 于 网 格 点 的 位 
置 , 而 且 还 依赖 于 初 值 问 题 的 解 &. 由 此 可 知 ,使 用 较为 复杂 . 


7.3 守恒 型 差分 格式 


Lax-Friedrichs 格式 (7. 12) 可 以 改 与 为 


ut = wf A(gH} 873), 
其 中 
广 _ ”证 可 _ ] 可 如， ] ”十 ”1 
gitl 一 Eg(W yu) 一 一 DY CU — wu?) t stf() Fu ls 
gi} 一 gO-_D+i 一 一 二 (0 一 Wj;— ”| ) 四 2 [f (1) 十 三 (ze ) ] ， 
并 注意 到 有 


gl(ww) = flw), VwER. 
此 情形 以 后 将 常用 到 . 
下 面 定 义 通 近 守 恒 律 (7. 2) 式 的 守恒 型 差分 格式 . 
定义 7.2 称 差分 格式 


ui = —A(ghi — 8 3) (7. 14) 
是 守恒 型 差分 格式 ,其 中 
gH = gu U2 UH) 
并 称 其 为 数值 通 量 . 
为 了 使 守恒 型 差分 格式 (7.14) 与 守恒 律 (7.2) 是 相 容 的 ,g 必须 满足 
glwrw sw) = flw), wE RK. (7.15) 


相 容 性 条 件 (7. 15) 在 一 定 意义 下 反映 了 数值 通 量 g 和 物理 通 量 f 的 相 容 性 . 
差分 格式 (7. 14) 可 以 推广 为 
wt = ww A0eni— gid)+ (1—Deni— gi)], O01. (7.16) 
当 0 二 0 时 ,(7.16) 式 即 为 (7.14) 式 ,是 显 式 格式 ; 当 0 二 1 时 ,(7.16) 式 为 隐 式 格式 . 
守恒 型 差分 格式 是 由 守恒 律 推导 而 得 到 , 即 为 守恒 律 的 离散 化 . 它 与 守恒 律 一 样 ,可 
以 保持 物理 量 的 某 种 守恒 性 质 . 
下 面 仅 举 几 个 常用 守恒 型 差分 格式 的 例子 . 
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例 7.1 迎风 格式 
在 守恒 律 (7. 2) 中 ,假定 uCu) 二 PCu) 三 0, 那 么 构造 差分 格式 
2 一 一 人 Le 一 大 Ci) |. (7. 17) 
此 格式 称 为 迎风 格式 ,gs 三 5(2 ,41) 二 f(w?), 相 容 性 是 显然 的 . 
例 7.2 Engquist-Osher 格式 
在 守恒 律 (7. 2) 中 , 令 
1， 如 果 广 (a) 二 0， 
X(u) 一 / 
区 如 果 PCx) 一 0. 
并 定义 
f+ (wu) = | x fF Cas, f- (wu) = | (1 — XCu)) fF (Cs) ds. 
那么 ,Engquist-Osher 格式 定义 为 
uw” = —ALA, f+A fi (ur)], (7.18) 
Lm ls 
SHI = gw un) = ff (un) + fr (ww), 
gl(ww) = ff (ww) fr (w) 


一 [xcH fF ds 十 | (1 — XCs)) fF Cs) ds 


一 | RE 

因此 Engquist-Osher 格式 是 相 容 的 守恒 律 差分 格式 . 其 实 此 格式 可 看 作 迎 风格 式 的 改 
进 . 由 实际 计算 可 以 得 知 ,差分 格式 (7. 18) 比 差分 格式 (7. 17) 要 好 ，. 

例 7.3 Lax-Wendroff 格式 

前 面 3 个 格式 都 是 一 阶 精 度 的 差分 格式 . Lax-Wendroff 格式 是 二 阶 精度 的 格式 ,这 
个 格式 在 线性 问题 中 已 经 进行 了 讨论 ,但 在 守恒 律 中 有 些 差别 ,所 以 重新 进行 推导 . 

设 u(xz,t) 为 守恒 律 初 值 问 题 (7.2) 和 (7.3) 的 充分 光滑 的 解 , 那 么 有 

ot 7 u 


u(xzstir) 一 wzt) 十 rz 一 一 一 十 OCr). (7.19) 
由 方程 可 推 得 
au _ 9f(u) 
Di Dr ” 


da oj afog 1 93939/ ,~ ou Se 

dr | = ]= A 区 2 =; 3 站 (< 《i ) } 
其 中 a() 王 广 (x). 把 上 面 二 式 代 入 (7. 四 机 
一 us 5ALf Gu) 一 f (ui ) | 


J 
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十 人 ER = TE) ~ fl ) (7. 20) 


其 中 dsl 一 < 到 ( 十 wu?+1) | 


差分 格式 (7. 20) 称 为 Lax-Wendroff 格式 . 

上 面 推导 了 4 个 计算 守恒 律 的 差分 格式 ,表面 3 个 是 一 阶 精 度 的 方法 ,而 Lax- 
Wendroff 格式 是 二 阶 精 度 的 方法 . 在 线性 问题 的 计算 中 ,我 们 知道 Lax-Wendroff 格式 
会 出 现 不 应 有 的 振荡 . 对 于 非 线 性 守恒 律 有 时 会 出 现 完 全 错误 的 解 . 仍 考虑 Burgers 方 
程 (7.1) ,其 初 值 取 为 


tr) = Ww 
| 了 村 0, 
其 解 按 Riemann 问题 的 结论 ( 见 82 页 ) 进 行 讨论 . 
把 Lax-Wendroff 格式 写成 
本 全 一 5 一 ， 
其 中 
纺 ] ”机 ”全 外 ， i | [i A 
Bit} =- Lf ) 十 ff (un ) | 一 DA [fCwr ) (us | 


g's — gs — BEA) + F010)]— Faas Lf0) 一 Fe) 


注意 到 ,了 (ww) 一 六 中, 因此 g*, 一 也 是 不 改变 的 ,从 而 对 所 有 时 间 步 其 解 是 不 变 的 ,这 当 


然 不 符合 初 值 问题 的 解 C9， 

在 守恒 律 的 计算 中 ,用 一 阶 精度 方法 来 计算 精度 不 高 ,而 二 阶 的 Lax-Wendroff 方法 
会 计算 出 不 符合 其 物理 意义 的 解 ， 从 20 世纪 70 年 代 后 期 开始 ,对 于 双 有 曲 型 守恒 律 (组 ) 
的 数值 方法 有 大 量 深入 的 研究 . 新 的 方法 、 概 念 大 量 出 现 , 有 兴趣 进一步 学 习 的 读者 可 参 
见 文 献 L19,17,26 |. 


习 训 


1. 试 讨论 对 流 方程 尘 十 半 =0 的 差分 格式 


二 人 et 二 (内 = A ee 0 


ah 
的 精度 及 稳定 性 . 
2. 直接 证 明 求解 节 十 了 2 一 0 的 Lax-Wendroff 格式 是 二 阶 精度 的 格式 . 
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3. 讨论 求解 学 十 4 季 一 0 的 Wendroff 隐 式 差分 格式 
(lo 二 —adwtl odaAun— (li+a)u=0 
的 精度 及 稳定 性 . 令 a 二 0. 加 上 初 边 条 件 后 王 出 计算 步骤 ,其 中 二 网 格 比 . 
4 讨论 求解 对 流 方程 取 十 到 一 0 的 差分 格式 
CY a i , 


L 
A 


DO ntl on 人 ra es 
(2) ww = OO (3 du — urs) 


2 
Co 
(4) wu?” = ww — A 2 3un — uss) 
的 截断 误差 及 稳定 性 . 
5. 考虑 初 人 问题 


au gc 
ly 


六 二 


着 
= 


ll, xE [0.4,0.6], 
0, xz |0.4,0.6j. 
试用 迎风 格式 ,Lax-Friedrichs 格式 和 Lax-Wendroff 格式 计算 上 述 初 值 问 题 . 取 有 ==0.1， 
4 二 tr/h 二 0.5, 计 算 到 t==0.5,1. 
6. 讨论 求解 (1. 1) 的 Crank-Nicolson 型 格式 


| 


mt] __ n ,on un Nl nl 
uj uj EN Ujt+1 Uj—1l 十 Uj+1 Ul | 0 
E z uh Zh 


的 截断 误差 及 稳定 性 . 
7, 试 构造 求解 方程 组 


ou qu 
而 4 天 一 ， 


一 上， 
其 中 TA | | 的 迎风 格式 


8. 讨论 求解 了 一 了 的 差分 格式 


n+1 i ntl _ 9,nt+l HH ) | 
由 ”一 2 十 下 ”ai 一 2 ”十 zi 下 Ui 一 22 十 2 上 十 zi — 2u? 二 wi 


4h° 2 4h” 
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的 稳定 性 . 
9， 讨论 求解 (6. 1) 的 差分 格式 


,Nl ,加 | nF-1 ,Ml ,1 
U jm 本 U jm -一 人 WH ;+ l,m 本 | + HE 一 p Uj,mtl1 Wji,m—1 Pe 0 
T eh : 2h 


的 截断 误差 和 稳定 性 . 
10. 讨论 求解 (6. 1) 的 差分 格式 


wt = Ujim = Fo (uh > We ) 十 CA) un = Zui 十 Wd 


a 


(A 二 tT/h ,此 格式 不 是 Lax-Wendroff 格式 ) 的 截断 误差 . 


人 Cnn 一 吉 m1) 十 却 ( 术 )?Gadmnt 一 2 十 tm1) 
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EF 草 从 抛物 型 方程 的 最 简单 模型 方程 一 一 扩散 方程 的 差分 方法 进行 讨论 ,给 出 典型 
的 差分 格式 并 讨论 其 性 质 , 然 后 对 变 系数 方程 .多 维 问 题 .对流 扩散 问题 以 及 非 线 性 方程 
等 也 做 了 讨论 . 


1 第 系数 扩散 方程 


考虑 第 系数 打 敌 方程 


du du 

ar ” 人 C R FF (1, 1) 
其 中 a 为 正和 常数. 如 果 给 定 初 娘 条件 

u(rz,0) = g(x), XER (1.2) 


那么 就 构成 了 初 值 问题 . 先 对 初 值 问题 (1.1) 式 ,(1.2) 式 讨论 差分 格式 ,然后 再 讨论 初 边 
值 问 题 . 


1. 1 回 前 差分 格式 , 回 后 差分 格式 
在 第 2 童 中 曾经 建立 了 逼近 (1.1) 式 ,(1.2) 式 的 向 前 差分 格式 


由 十 1 __ nn 机 __ nn n 
us WH 2us | Wi 


- , = 0， (1. 3) 
Nl = (1. 4) 
并 得 到 其 截断 误差 是 O(Cr 十 产 ). 下 面 我 们 来 讨论 其 稳定 性 ,容易 求 出 (1. 3) 式 的 增长 因 
子 是 
ER 学 ， 


其 中 如 果 aX 过 址 ,那么 有 1G(rt,k) | 三 1, 即 von Neumann 条 件 满足 . 由 于 (1. 3) 式 


是 单个 方程 ,所 以 向 前 差分 格式 的 稳定 性 条 件 是 内 去 二 . 


2 
在 第 2 章 中 我 们 也 介绍 了 无 条 件 稳 定 的 问 后 差分 格式 
Ci Lk 0 和 


EE 下- 
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我 们 知道 其 截断 误差 是 OC 十 有 ). 
1.2 ”加权 隐 式 格 式 

我 们 把 (1. 3) 式 改写 为 


[a h? 
用 0 乘 (1.5) 式 ,用 (1 一 0) 乘 (1.3) 式 , 把 其 结果 相 加 就 得 到 一 个 差分 格式 


0 0， (1.6) 


其 中 0 硅 0 硅 1, 我 们 称 差 分 格式 (1.6) 为 加 权 隐 式 格 式 , 其 节 
点 分 布 如 图 4. 1. 我 们 可 以 把 (1. 6) 式 写成 便于 计算 的 形式 
— aAQuin 十 (1 十 Za0) 一 GAO 
一 以 (1 一 0)xn tLl—2aA(l—0 lu 
+aAl(l— Ou ， CET 


其 中 4 二 >z. 下 面 来 求 出 差分 格式 (1.6) 的 截断 误差 , 设 


u(xz, 四 是 方程 (1. 1) 的 充分 光滑 的 解 ,在 (zi 总) 处 进行 
Taylor 级 数 展开 并 经 化 简 有 


, 1 du 1? z 
Ek 一 a -外 5 二 | 十 OC 十 h*). 


二 0， (]. 3) 


9 
7 时 为 Oc》 本 和 和 的 人 各 


差分 格式 的 截断 误差 是 O(Cr 十 有 i), 即 差 分 格式 是 二 阶 精 度 的 . 由 于 此 格式 经 第 使 用 ,我 
们 把 它 单独 写 出 
一 好 Ch 一 22 wt) dt un — Zu c+ un) | = 0. (1.8) 

T 2h 
此 格式 一 般 称 作 Crank-Nicolson 格式 . 此 外 我 们 注意 到 , 当 0=1 时 ,格式 (1.6) 为 向 后 差 
分 格式 , 当 0 二 0 时 ,格式 (1.6) 为 向 前 差分 格式 . 

我 们 用 Fourier 方法 分 析 差 分 格式 (1. 6) 的 稳定 性 . 容易 求 出 格式 (1. 6) 的 增长 因 
于 全 

1 一 4(1 一 力 ausin 


吕 kh 


1] 44aA sin’ 2 


利用 第 2 童 定 理 3. 2 的 推论 2 知 ,， von Neumann 条 件 是 稳定 性 的 充 要 条 件 , 因 此 只 验证 
G(rt,k) | 三 1. 此 要 求 为 
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1—4(1—Oasin’ 入 


1- A 一 


右边 的 不 等 号 对 三 0 总 是 成 立 的 ,故我 们 仅 考 虑 左边 的 不 等 式 , 即 要 求 


ee — a > 


此 式 相 当 于 


jo (1 — 90) sin: 一 < 


考虑 到 sin? 名 之 1, 因 此 我 们 要 求 就 化 为 


26 1 —20) 过 1. 
这 就 是 差分 格式 (1.6) 的 稳定 性 限制 . 此 条 件 也 可 以 写 得 更 明确 些 , 即 加 权 隐 式 差 分 格式 
稳定 的 条 件 是 


z ] ] 
无 限制 ， 当 记 1 


上 面 讨 论 也 告诉 我 们 , 回 后 差分 格式 和 Crank-Nicolson 格式 是 无 条 件 稳 是 的 ,而 回 前 差 
分 格式 的 稳定 性 条 件 为 a4 过 却 . 


1.3 三 层 显 式 格式 
在 第 1 章 中 为 了 提高 截断 误差 ,介绍 了 二 阶 精度 的 三 层 格式 , 即 Richardson 格式 


中 
Dr : 六 

我 们 已 经 证 明 这 个 格式 是 不 稳定 的 格式 . 

1953 年 Du Fort 和 Frankel 对 Richardson 格式 进行 了 修改 ,提出 了 如 下 的 格式 

本 UH 一 Ca a 
aE h’ 

实际 上 ,格式 (1.10) 仅 是 用 局 十 忆 来 代替 了 Richardson 格式 中 的 2 好 ,但 仍 保持 了 显 式 的 
特征 . 显然 格式 (1. 10) 仍 是 一 个 三 层 格 式 . 我 们 称 差 分 格式 (1.10) 为 Du Fort-Frankel 格式 . 

在 讨论 差分 格式 (1. 10) 的 稳定 性 之 前 ,我们 先 来 考察 一 下 差分 格式 (1. 10) 与 微分 方 
程 (1.1) 的 相 容 性 问题 , 设 w(x, 是 微分 方程 (1. 1) 的 光滑 解 , 那 么 (1. 10) 式 的 截断 误 
专 忌 


一 0， (1.9) 


一 0. (1. 10) 
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人 
py 
_u ey rk em i dk a 
A 


Cd td) 


ob 


册 此 看 出 , 相 容 性 就 要 求 当 >0 时 有 二 -~0. 这 就 是 说 ,差分 方程 (1. 10) 与 微分 方程 相 容 
的 充分 且 必 要 的 条 件 是 z 超 于 0 的 速度 要 比 h 趋 于 0 的 速度 快 . 反之 ,如 果 关 保持 不 变 ， 


比如 说 产 一 8, 那 么 差分 格式 (1. 10) 就 不 与 扩散 方程 (1.1) 相 容 , 而 是 与 双 曲 型 方程 


ou 下 


相 容 . 
下 面 我 们 来 考虑 Du Fort-Frankel 的 稳定 性 . 由 于 这 个 格式 是 三 层 格式 ,因此 我 们 先 

把 它 化 成 与 其 等 价 的 二 层 差 分 方程 组 

和 加 

一 Wij. 
令 nw 二 (wv) , 则 可 以 把 上 面 的 方程 组 与 成 回 量 形式 

各 Ly n -| je | | 四 | 
Li Uj—] 十 U; 十 Ui 
0D) || () () 0 (0) 0 


令 ww 二 wv"eM, 代 和 人 上 式 ,经 运算 得 增长 矩阵 
: ER ee acoskh la 
1 + 2aA "| hi 1 oe | 
0 1 1 0 


| 0 


其 中 a 二 2a4 ,G(rt,k) 的 特征 方程 为 


CC— (i co ): 一 二。 一 0. (1.11) 
为 了 给 出 G 的 特征 值 的 估计 , 先 引 入 一 个 引 理 . 
引 理 1.1 实 系 数 二 次 方程 


xw—b—c=0 
的 根 按 其 模 小 于 或 等 于 1 的 充分 必要 条 件 是 
| 有 8 和 受 1 一 c， cl 所 1. 
证 明 下 面 仅 对 实 根 情况 进行 讨论 ( 复 根 情况 请 读者 作为 练习 ). 先 证 必要 性 , 仿 ju， 
pa 是 方程 的 两 个 根 , 并 满足 | | 三 1(i 二 1,2). 利用 根 与 系数 的 关系 有 
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Hr Cs 
因此 有 
| cl=| pa || pz | 1. 
再 次 利用 根 与 系数 的 关系 有 ju 十 1 二 6. 如 果 ji 十 ww 宇 0, 那 么 有 
1—c—|6|= li matp) = (pa)(l—p) 二 0. 
如 果 十 二 0, 那 么 有 
1 一 c 一 | | 三 1 十 mi 十 (十 5i) 王 (十 和 (1L 十 ji) 之 0. 
由 此 推出 ,不 论 哪 种 情况 都 有 16| 硅 1 一 c. 
再 证 充分 性 . 如 果 ji 十 pj 三 0, 则 有 
1—#—|5|= (1—z}(l CS pp) 全 0. 
所 以 1 一 pj;1 一 jz 同时 取 正 号 或 同时 取 负 号 .此 外 c 王 一 a mypa 不 可 能 同时 使 
其 模 大 于 1. 不 妨 设 |p| 放 1, 那 么 就 有 | yz| 硅 1. 另 一 方面 , 当 j 放 1 时 ,由 于 1 一 py,1 一 jp 
同 号 , 必 有 js 记 1, 这 是 不 可 能 的 . 当 jw 二 一 1 时 ,由 于 假定 ， 和 十 m 人 0, 从 而 就 要 求 加 二 1， 
这 也 不 可 能 .所 以 必 有 |pi| 硅 1(i 二 1,2). 
如 果 ju 十 js 二 0, 则 
1—c—|15|= (十 j)( 十 pu) 守 0. 
由 此 己 十 pj) ,十 pp) 必须 同 号 .由 于 |c|= 二 |ppz| 三 1, 所 以 jpn|,|ps | 中 最 多 只 能 有 一 个 
大 于 1. 不 妨 设 |m| 二 1, 则 必 有 jp 过 1. 另 一 方面 , 当 和 二 1 时 ， 和 于 pn po <0， 所 以 必 
有 js 二 一 1, 这 是 不 可 能 的 . 当 记 过 一 1 时 ,由 1 十 ji ;1 十 pz 同 号 也 推 得 ys 二 一 1, 这 是 不 可 
能 . 从 而 有 | | 硅 1(i 二 1,2). 
推论 和 实 系 数 二 次 方程 
ux —bu—c=0 
的 根 , 按 其 模 小 于 或 等 于 1 的 充分 必要 条 件 为 
/3 GD 
现在 再 回来 讨论 Du Fort-Frankel 格式 的 稳定 性 . 增长 矩阵 G 的 特征 方程 的 系数 满 
足 引 理 1.1, 因 此 ,特征 方程 的 两 个 根 jy ,yz 满足 | | 硅 1(i 王 1,2). 其 根 的 具体 表达 式 为 


”acoskh+tvVl—a sinkh 
Po 上 , 

我 们 分 两 种 情况 进行 讨论 : 
(1) 重 根 ,ma = — ， 此 时 我 们 有 | | 二 1(i==1,2). 


(2) 两 根 相 异 ,已 经 证 得 | | 硅 1(i==1,2). 
利用 第 2 曹 定理 3.7 可 以 得 出 Du Fort-Frankel 格式 是 无 条 件 稳 定 的 . 
从 上 面 讨论 的 我 们 看 到 ,从 无 条 件 不 稳定 的 显 式 格式 一 一 Richardson 格式 出 发 , 进 
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行 修正 得 到 Du Fort-Frankel 的 三 层 显 式 格 式 是 无 条 件 稳定 的 .但 是 我 们 必须 注意 到 ,Du 
Fort-Frankel 格式 的 相 容 性 是 有 条 件 的 . 事实 上 我 们 无 法 构造 出 无 条 件 相 容 和 无 条 件 稳 
定 的 显 式 格式 . 


1.4 三 层 隐 式 格 式 


三 层 显 式 格式 在 稳定 性 或 相 容 性 方面 是 受到 限制 的 ,因此 我 们 转向 三 层 隐 式 格式 . 我 
们 先 考虑 


十 ] 站 = 妊 十 1 入 十 ] 开 十 1 
3 To low 2 十 吃 1 


= = | — 0， (1. 12) 
可 以 改写 此 式 为 便于 计算 的 形式 
(3 二 4aD)utl — 2aA (ut uh) = 4u? — wl!, 
其 中 4 一 sz. 其 节点 分 布 如 图 4. 2. 容易 证 明 差 分 格式 (1.12) 以 ”, 
二 阶 精 度 通 近 微 分 方程 (1.1). 下面 来 分 析 其 稳定 性 . 差分 格式 
(1. 12) 是 一 个 三 层 格式 ,因此 首先 要 化 成 与 其 等 价 的 二 层 差分 
方程 组 n—l 
(3 二 4aD)wT — 2a un + ut ) = 4u’? — vw’, j=-] i j+] 
上 图 4.2 
容 匈 求 出 其 增长 矩阵 
4 | 
GCC,k) 一 |3 十 8asinm > 3 十 8asin” 3 ， 
] 0 
其 中 a 二 aX,G 的 特征 方程 是 
咸 二 ，— + 1 yo 


3 二 8asin’ 3 二 8asin’ 2 Rh 


2 
利用 引 理 1.1, 可 以 得 到 | | 三 1(i= 二 1,2). 把 的 表达 式 具 体 写 出 是 


2 + /1— 8asin? 光 
Hi 
3 十 8asim EE 
如 果 为 重 根 , 即 p 一 -一 了 态 , 显 然 有 | 1, 利用 第 2 章 定理 3.7 就 得 出 差分 
3 十 8asin” 


要 
格式 (1. 12) 是 无 条 件 稳定 的 . 
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骨 讨 论 妨 一 个 三 层 隐 式 格式 . 为 书号 方便 采用 记号 : 
Oi 一 Uitl 2U; 十 U1": 


现在 引入 允 近 微分 方程 (1. 1) 的 三 层 隐 式 格式 


wu™t!l 一 yl ] 大 本 ， 本 
0 全 E11 


可 以 看 出 ,这 是 用 二 (029 十 Bu 十 Oeu?-1) 来 代 苦 了 


Richardson 格式 中 的 6zx 而 得 到 的 . 同 柱 我 们 也 可 以 把 差分 
格式 (1. 13) 理 解 为 二 层 的 Crank-Nicolson 格式 回 三 层 格 式 n 
的 推广 . 差分 格式 (1. 13) 的 节点 分 布 如 图 4. 3. 差分 格式 
(1.13) 可 以 应 用 到 非 线 性 方程 上 去 ,这 在 以 后 再 讨论 . 现 把 


(1.13) 式 改写 为 如 下 形式 : 让 , 让 
E 一 二 am ] 一 二 as + + a8: je 图 4.3 
为 讨论 稳定 性 ,我 们 把 它 化 为 等 价 的 两 层 差 分 方程 组 


E — ad jj 2 E + ad? j， 
八 3 3 3 (1. 14) 


,各 十 1] 
Uj 


容易 求 出 (1.14) 式 的 增长 矩阵 是 


一 。， ,十 
— Wj. 


8 2 有 摧 0TT 8 ,大 ， 8 .2 
cep 5 3 sin 5 ] 3 aA sin | 
0 1 ] 0 
—a l—a 
区 | 
1 0 
5 HL 4 工 让 -HH 目 
其 中 a sadsin 3.G 的 特征 方程 是 
Wr Ad—g@ _ 


性 
a 
利用 引 理 1.1 有 |w| 志 1G 二 1,2). 由 的 具体 表达 式 


a V4 一 3a2 
2(]1 十 w) 


知 , 当 有 重 根 时 ,有 |xj 过 1. 根 据 第 2 章 定 理 3.7 知道 差分 格式 (1. 13) 是 无 条 件 稳 定 的 . 
1.5 跳 点 格式 
首先 把 网 格 点 (zi 加 ) 按 2 二 7 一 偶数 或 奇数 分 成 两 组 ,分 别称 作 偶 数 网 格 点 和 奇数 网 
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格 点 . 跳 点 法 是 在 奇偶 网 格 点 分 组 的 基础 上 进行 的 . 当 从 时 刻 i, 推进 到 时 刻 志 + 时 , 先 在 
偶数 网 格 点 上 用 向 前 差分 格式 


| | 
us wu Wt 一 Lu + Wi 


a 7 二 0，7 十 1 十 7 二 偶数 ， C1. 15) 
求 得 ti 时 刻 的 值 . 然后 在 奇数 网 格 点 上 用 隐 式 格式 
n+l ,in Ee n 十 1 : 
0 n 十 1 十 j 二 奇数 . (1. 16) 


我 们 注意 到 ,在 格式 (1.16) 中 ,i 和 i ,都 处 于 偶数 网 格 点 上 ,因此 已 由 (1.15) 式 求 出 了 
t+1 时 刻 的 值 . 所 以 这 是 侦 、 奇 . 显 、 隐 交替 的 方法 . (1. 16) 式 只 是 形式 上 是 隐 式 的 ,而 实质 
上 是 一 个 显 式 格式 . 

下 面 我 们 来 考察 格式 (1.15) 和 (1. 16) 的 精度 及 稳定 性 . 当 用 (1. 16) 式 算出 奇数 网 格 
点 上 的 好 一 时 ,由 于 ?2 十 2 十 ) 必 为 偶数 ,因此 用 格式 (1. 15) 


开 十 2 __ nn 二]l 7 十 1 一 ,, 术 十 1 妖 十 1 
2 4 uy U1 2u? wii 


ee = 0. (1. 17) 
此 式 与 (1. 16) 式 相 减 ,得 到 
zt 一 2 一 妇 ， 7 十 2 十 一 偶数 ， (1. 18) 
从 (1.18) 及 (1. 16) 式 中 消去 好 一 ,得 到 
2  ， 担 n+l __ n+2 __ in 十 ] 
re NR i i n 十 7 二 偶数 . Le 


2T hh 
因此 可 以 看 出 , 当 nn 十 j= 二 偶数 时 , (1. 19) 式 就 是 Du Fort- 
Frankel 格式 . 此 外 我 们 注意 到 , 跳 点 法 中 奇 、 偶 网 格 点 是 两 
套 相 互 独立 的 网 格 , 见 图 4.4. 因 此 跳 点 法 等 价 于 Du Fort- 
Frankel 格式 ,由 此 得 出 其 精度 和 稳定 性 同 Du Fort-Frankel 
格式 . 


最 后 我 们 来 说 明 一 下 ,在 算法 上 跳 点 格式 要 比 Du Fort 
XXX Frankel 格式 优越 . 利用 (1. 18) 式 我 们 可 以 看 出 ,在 奇数 网 格 


4. 4 点 上 值 好 一 算出 之 后 ,不 需要 保留 而 直接 利用 公式 (1. 18) 算 
出 下 一 时 间 层 的 偶数 网 格 点 上 的 值 w**. 我 们 注意 到 利用 公式 (1. 18) 比 应 用 格式 (1. 15) 


简单 得 多 ,从 而 节省 了 很 多 的 工作 量 , 算 出 的 ww (n 十 2 十 j 二 偶数 ) 给 也 保留 ,以 便利 用 
格式 (1.16) 算 出 奇数 网 格 点 上 的 值 .因此 在 初始 值 ww 的 基础 上 ,前 先 对 nn 二 1 的 时 间 层 的 
偶数 网 格 点 上 的 值 使 用 显 式 公式 (1.15) 算 出 ,然后 应 用 上 述 算 法 进行 计算 ,直至 算出 最 后 
一 个 时 间 层 的 偶数 网 格 点 上 的 值 .再 用 隐 式 格式 (1. 16) 补 算出 该 时 间 层 的 奇数 网 格 点 上 
的 值 . 

上 上 述 过 程 可 以 看 出 ,虽然 跳 点 格式 与 Du Fort-Frankel 格式 是 等 价 的 ,但 跳 点 格式 省 
存储 ,省 计算 工作 量 而 且 利 用 格式 本 身 就 可 以 计算 出 第 一 时 间 层 上 的 值 ,这 就 克服 了 三 层 


2 初 边 值 问题 yy 


格式 的 一 个 缺点 . 
2 初 边 值 问 题 


在 本 章 第 1 市 中 给 出 了 扩 艇 方程 的 各 种 类 型 的 差分 格式 ,但 没有 考虑 边界 条 件 . 本 市 
讨论 第 一 类 边界 条 件 和 第 三 类 边界 条 件 的 数值 处 理 ,并 给 出 计算 例子 . 此 外 讨论 了 非 对 称 
的 Saul ev 格式 和 适合 于 并 行 计 算 的 Evans 方法 . 


2.1 第 一 类 边界 条 件 
我 们 考虑 扩散 方程 的 第 一 边 值 问题 


Gu au 


u(0,t) = DCt)， Ee 

ull,t) = y(t), i 之 0. 
由 于 计算 的 区 域 对 xz 是 [0,1], 因 此 我 们 先 训 分 区 间 ,0=zo 过 zi 过 … 达 zj =1, 其 中 Jh=1， 
zj 二 jh. 对 时 间 变 量 + 如 前 ,二 nr(n 宇 0). 第 一 边 值 问题 的 边界 处理 是 简单 的 ,我 们 可 取 


uo 一 p(t ) ' Nn > 0 ， _ 
(2.2) 
地 = J(t,)， 于 之 0. 
网 格 点 (Czo 妨 ), (zis) (n 宇 0) 称 其 为 边界 点 . 其 余 网 格 点 称 为 内 点 .但 是 (zzm)， 
j 一 1 一 1, 也 称 为 边界 点 ,但 此 时 为 初始 线 上 网 格 点 .在 初始 线 上 我 们 用 初始 条 件 的 离散 
uj = g(ZX;) = gj. (2. 3) 


在 边界 点 上 用 (2. 2) 式 ,在 内 点 则 可 用 上 贡 讨 论 的 善 分 格式 .总 之 问题 (2. 1) 式 可 解 了 . 
2.2 第 三 类 边界 条 件 
扩散 方程 的 第 三 边 值 问题 是 


2 0<=z<1, 1t>0, 

0) = Fl)y 让 半 . 1]， 

du(0 .1) (2.4) 
Te = au(0;t)Tpu(t), t+t 宇 0， 

一 一 三 的 


在 此 我 们 对 方程 和 初始 条 件 就 不 做 考虑 了 .由 于 边界 条 件 中 包含 了 导数 ,故人 处 理 比 较 复 
杂 . 下 面 讨 论 两 种 方法 : 
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(1) 在 点 (To si, ) 处 利用 向 前 差 商 通 近 季 ,而 在 点 (zi ,上 ) 处 利用 向 后 差 商 来 通 近 了 &， 
这 样 我 们 得 出 (2. 4) 式 的 边界 条 件 处 理 


Ul — Wo 


7 aus Th (2. 5a) 
A = Bu? + v(t,). (2. 5b) 
容易 看 出 ,这 样 边界 条 件 处 理 是 一 阶 精度 的 . 
(2) 为 了 提高 在 (1) 中 处 理 的 精度 ,我 们 用 中 心 差 商 来 代替 (1) 中 的 单 侧 差 商 ,这 样 我 
们 就 得 到 了 (2.4) 式 中 边界 条 件 的 男 一 个 处 理 
us (2. 6a) 
WH Buy + vt,). (2. 6b) 


可 以 看 出 ,这 样 处 理 边 界 条 件 的 截断 误差 是 O(). 但 是 我 们 也 注意 到 边界 处 理 (2.6) 中 
包含 了 求解 区 域 之 外 的 点 (zi;t) 及 (zp;t,). 因此 必须 设法 消去 (2.6) 式 中 的 wi 
及 win. 

为 了 消去 wi 及 wi+1 ,就 需要 为 外 的 方程 ,如 末 我 们 假定 扩 敌 方程 在 边界 上 也 成 立 ， 
那么 可 以 把 内 点 的 差分 格式 推广 到 边界 上 来 .考虑 阿 前 差分 格式 


种 十 1 天 如 和 1 
2 Wh Zus 十 Wi 


: : 7 一 0. (2.7) 
在 左边 界 (zo ,i,) 有 
2 1 一 1 十 ci 一 2x8 十 zz ). (2.8) 
利用 (2. 6a) 式 及 (2.8) 式 消去 wi ,得 到 
ti” 一 L1 一 2 十 吸 ) ut 2alu? 一 20AR tt,). (2.9) 
同样 ,在 右边 界 可 以 得 到 
u? "= [1—2a(l— Bh) jw 2adu® i 2adhy (tt,). (2.10) 


公式 (2.9) 和 (2. 10) 给 出 了 边界 (2.6) 的 处 理 , 并 且 截 断 误 差 是 O(hi?). 
2.3 数值 例子 


用 人 简单 的 例子 来 考察 一 些 差 分 格式 的 数值 结果 以 及 边界 处理 对 结果 的 影响. 
例 2.1 考虑 扩散 方程 


-A | 
WO 0 过 rl1,， 1t>0, : 
u(xT,0) -一 SINNAX， D 他 外 (2 11) 


u(t) = ul(l,t) =0, ti 宇 0. 
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用 变量 分 离 法 可 得 (2. 11) 式 的 解析 解 为 


xz) 一 etsinrr，0 委 工 乞 1，L 全 0. 
一 市 ,如 一 jh 一 0,1,…, 了 ,rt 为 时 间 步 长 ,4 一 瑟 为 网 格 比 . 对 于 不 同 4, 用 加 
权 隐 式 格 式 的 计算 结果 见 表 4.1. 
表 4.1 用 加 权 隐 式 格 式 计算 问题 (2.11) 解 a(0.4,0.4) 的 近似 值 


1 
A z 9 | z A : (一 2 解析 解 
(向 前 差分 格式 ) (向 后 差分 格式 ) (Crank_Nicolson) 
0. 25 0. 0180544 0.0198705 0.0189519 0.0183519 
0. 5 0. 0171677 0. 0207988 0.0189407 0.0183519 
1.0 0.278773 X101 0. 0226935 0.0188963 0.0183519 
ZO = 0.0266211 0.0187186 0.0183519 
4.0 = 0. 0349321 0.0180093 0.0183519 
8.0 0.0527634 0.0152002 0.0183519 


从 这 个 例子 可 以 看 出 ,向 前 差分 格式 的 稳定 性 4 过 方 ; 而 向 后 差分 格式 及 Crank- 


Nicolson 格式 是 无 条 件 稳定 的 ,并 可 看 出 Crank-Nicolson 格式 的 精度 比较 高 . 
例 2.2 考虑 扩散 方程 的 初 边 值 问题 


gu at 

af 372” 5 

w(x 0) = J 0 六. 二 过 工 ， 

恬 加 4 1 (2. 12) 
dx 开 三 0 

ED -0 

| 境 守 X= 二 1 


在 内 点 用 向 前 差分 格式 ,边界 条 件 用 两 种 不 同方 法 来 处 理 , 即 一 阶 方法 和 二 阶 方法 . 
网 格 构造 如 下 
1 


由 于 内 点 用 向 前 差分 格式 ,因此 网 格 比 必须 满足 三 亏 .h 一 0.1, 必 须 取 +<0.005; 在 计 
算 中 取 4 一 地 ,那么 可 取 r 一 0. 0025. 
内 点 的 向 前 差分 格式 为 


+1 | | 
ur Us | A Wit — Zu TT Wi 
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利用 公式 (2.9) 和 公式 (2. 10) ,得 到 二 阶 精 度 的 边界 处 理 


WM = Ca 十 0.9u3)， wlio 二 二 十 0. 9uYo). 


由 于 初 边 值 问题 (2. 12) 是 关于 z 王 亏 对 称 的 ,因此 ,我 们 仅 考虑 z€ [0, 志 | 就 可 以 


了 对 于 二 下 术 考 虑 ,形成 计算 格式 
uj 二 1]， 7} 三 0,]1,**,o， 


ur 一 一 二 (号 十 Zus -一 Ui )， 训 一 一 lwsdsds 


We 0 十 0,90). 
利用 对 称 性 ,好 三 巡 , 所 以 
jt 一 FG + 2 + 即 ws 一 志 ( 权 十 双 ) 


上 述 算 法 称 为 算法 ( 工 ). 
初 边 值 问题 (2.12) 的 解析 解 


W(t) = D3 a 4 coOs2a'( 工 一 二 )， 0 二 工 达 1]， 
a , 


其 中 w 为 方程 atana 一 二 的 正 根 . 
算法 (I) 的 计算 结果 和 解析 解 在 x 二 0.2 的 比较 见 表 4.2, 可 以 清楚 地 看 出 ,对 于 
4 一 地 时 ,利用 算法 ( I ) 是 很 精确 的 . 


表 4.2 用 算法 (1 ) 解 问题 (2.12) 的 近似 值 (0.2,7) 


时 刻 t 算法 ( 工 ) 解析 解 误差 

0. 005 1. 0000 0. 9984 0. 0016 
0. 050 0. 9126 0. 9120 0. 0007 
0. 100 0. 8345 0. 8342 0. 0004 
0. 250 0. 6452 0. 6454 一 0. 0003 
0. 500 0. 4205 0. 4212 一 0. 0016 
1. 000 0. 1786 0. 1794 一 0. 0045 


下 面 仍 将 癌 前 差分 格式 用 于 内 点 ,但 边界 条 件 的 处 理 采 用 (2. 5a),(2. 5b) 来 求解 初 值 
问题 (2. 12). 这 样 的 算法 称 为 算法 ( 工 ). 计算 结果 见 表 4. 3. 
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表 4.3 用 算法 (IT) 解 问题 (2. 12) 的 近似 值 w(0.2,7) 


时 刻 z 算法 (CI ) 解析 解 误差 

0. 005 0. 9943 0. 9984 一 0. 004 
0. 050 0. 8912 0. 9120 一 人 1023 
0. 100 0. 8102 0. 8342 一 0.029 
0. 250 0. 6142 0. 6454 一 0.048 
0. 500 0. 3873 0. 4212 一 0.080 
1. 000 0. 1540 0. 1794 一 0. 142 


由 表 4. 2 和 表 4.3 可 以 看 出 ,算法 (1 ) 比 算法 (1 ) 要 精确 ,并 且 也 注意 到 边界 的 不 同 
I ha 边界 条 件 的 算法 (]| ) 也 是 可 以 接受 的 ,并 且 比 较 简 


2.4 天 于 稳定 性 分 析 的 附注 


在 第 2 草 中 ,用 矩阵 方法 对 初 边 值 问题 的 一 些 差 分 格式 的 称 定 性 进行 过 分 析 . 此 外 也 

可 用 能 量 不 等 式 方法 来 进行 稳定 性 分 析 . 一 般 说 来 ,这 梓 做 较为 肪 烦 . 在 实际 应 用 中 , 仍 可 

用 Fourier 方法 来 进行 .但 必须 注意 到 ,Fourier 方法 仅 适 用 于 线性 背 系 数 初 值 问 题 . 对 于 

- 般 的 初 边 值 问题 ,我 们 假定 边界 处 理 是 准确 的 ,再 用 Fourier 方法 来 作 近 似 分 析 . 这 种 
近似 性 方法 是 简单 的 ,但 对 于 许多 实际 问题 来 说 ,可 对 计算 提供 很 大 帮助 . 


2.5 Saulev 算法 


我 们 已 经 注意 到 , 显 式 格式 的 稳定 性 限制 较 严 ,而 隐 式 格式 需要 求解 线性 代数 方程 
组 . 1957 年 ,Saul ev 提出 了 一 个 半 隐 格式 , 它 具 有 一 般 隐 式 格 式 的 稳定 性 好 的 特点 ,又 不 
需要 求解 线性 代数 方程 组 . 近来 ,采用 Saul'ev 格式 构造 了 许多 不 同类 型 的 并 行 计 算 方 
法 . 因此 ,这 个 方法 顾 受 重视 . 

下 面 来 构造 这 个 格式 . 注意 到 


du WUT) UT ,tn) 到 Cs [a 
9F | Cr.,8) - 
9 | cr) lal 二) 9zx (sj) }+ hs A 
应 用 微分 中 值 定 理 有 
9u oa oa 
or (xi 中 > (zx: -二 + 十 1 ) 本 9 .rat (zx) 一 gr) 
O00 a ]. 


将 (2.13) 式 ,(2.14) 式 代入 扩散 方程 (1. 1) 得 
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uxt — urists) _ 1 /9u a | 
. hh [有 (ait ks (zj ,+ (OE 
最 后 ,利用 中 心 差 商 ,有 
2 人 
口 工 Cr 到 人) h 
可 
2 ET 
OT | 1 stp) h 
把 上 两 式 代 入 (2. 15) 式 得 差分 格式 
et (2. 16) 


1 二 oA 1 二 oad 
上 式 中 使 用 的 网 格 点 见 图 4. 5. 从 已 给 定 的 边界 值 w#” 开始 ,依次 可 以 计算 出 了 一 1， 
2,…,J 一 1 的 值 好 一 .在 每 次 应 用 (2. 16) 式 时 ,xz 全 已 经 知道 ,所 以 隐 式 格式 可 以 显 式 地 
计算 . 


n+] 


完全 类 似 地 推导 , 按 图 4.6 方式 有 公式 
wd < 
3 一 wz Ti+ 
利用 (2. 17) 式 进行 计算 时 ,从 已 知 的 边界 值 好 开始 ,从 右 向 左 一 直 计 算出 好 一 ,计算 同 
样 是 显 式 的 . 
对 于 nn 二 1,3,5,… ,我 们 采用 (2.17) 式 ,从 右 问 左 进行 计算 ; 对 于 7 一 2,4,6,…， 则 
采用 (2.16) 式 ,从 左 向 右 进行 计算 . 交替 使 用 (2.17) 式 、(2.16) 式 来 进行 计算 ,这 样 的 算 
法 称 为 Saul ev 算法 . 由 算法 的 推导 可 以 看 出 , (2. 15) 式 和 (2. 16) 式 的 截断 误差 为 


OEteth | ,因此 在 计算 时 必须 r<h. 
下 面 来 分 析 Saul ev 算法 的 稳定 性 . 不 考虑 边界 情况 ,采用 Fourier 方法 进行 分 析 . 
(2. 17) 式 的 增长 因子 为 
Gv (tr,k) = 
(2.16) 式 的 增长 因子 为 


GY (7.8) 一 工 一 鸣 十 AcOsAh T 1ah sinkh 
1a madcoskh + iad sinkgh 


(wi tu), j= —1,J—2,.…,]. 175 


1 ad TT adcoskh — 1ah sinkh 
1 ad — aAcoskh — 1ad sinkh 
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因此 ,Saul ev 算法 的 增长 因子 为 
和 Ny yD 、 [1 一 以 (] 一 cosA 和 十 co 和 sin kh 
030 0 0 


由 于 aA(1 一 coskh) 主 0, 所 以 有 0 达 G(r,k) 达 1. 从 而 得 出 Saul ev 算法 是 无 条 件 稳定 的 . 
2.6 分 组 显 式 方法 


Saul ev 格式 是 绝对 稳定 的 隐 式 方法 ,可 以 从 右 癌 左 , 从 左 癌 右 显 式 地 交替 求解 ,这 样 
不 需要 求解 线性 代数 方程 组 ,因而 受到 重视 . 并 行 计 算 机 的 
出 现 , 发 现 Saul ev 格式 不 易 使 用 . 1983 年 Evan 等 基于 
Saul ev 格式 ,构造 了 分 组 显 式 方法 (GE 方法 或 GE 格式 ). 

在 网 格 点 (zx; ,ts+1)( 用 “QO 〇 ”表示 ) 建 立 格 式 (2. 17) ,在 
网 格 点 (zjt1,tsr1)( 用 “Lj” 表示 ) 建 立 差分 格式 (2.16)( 见 
4.7 图 4.7) ,上述 两 个 格式 形成 了 2 元 联 立 方程 组 

| 二 Du 一 7 中 = (rw t+rna, 


人 


A 
Es -|= , (2.18) 

”六 ] 十 rr uni 0 1 Uj Ujit2 

解 (2. 18) 式 有 


= 
Ws Lr 


广 | j Hl jj 


(2.18) 


ll 


[rol -Fn tr wr rh |r us; (2 19) 

N= Lr 二 Al rw 二 (run 二 r(l 二 ru |. L220) 
由 (2.19) 式 , (2. 20) 式 可 知 , 在 第 nn 十 1 时 间 层 上 的 ww ,利用 (2.19) 可 由 第 n 层 上 的 
u?_19U? ,U3 Us 直接 计算 出 来 . 同样 的 ,zz 可 用 (2. 20) 由 第 2 层 上 的 zi ,wr ,wrri， 
2 直接 计算 出 来 .因此 可 以 看 出 ,计算 好 =1,2,…,J 一 1 可 以 独立 地 、 显 式 计算 . 由 
(2. 19) 式 ,(2. 20) 式 成 形 的 方法 称 为 分 组 显 式 方 法 ,简称 GE 方法 ,此 方法 易于 并 行 计算 . 


3 对流 扩 政 方程 


考虑 向 单 的 对 流 扩散 方程 


ou du ow | i | 
roear Ya? br x | LS 


其 中 as 为 常数 ,全 0. 如 果 给 定 初 值 
u(rT0) 一 CT) TE KR. (3.2) 
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那么 (3.1) 式 ,(3.2) 式 构成 了 对 流 扩散 方程 的 初 值 问题 ,我 们 已 经 讨论 了 对 流 方程 和 扩散 
方程 的 差分 方法 ,两 者 结合 起 来 就 可 以 得 到 求解 对 流 扩 散 方 程 的 差分 方法 .但 男 一 方面 ， 
对 流 扩散 方程 也 有 自己 的 特点 ,特别 是 所 请 对 流 占 优 扩 散 问 题 (4 污 y) ,这 类 问题 的 差分 方 
法 引起 了 特别 重视 . 


3.1 中 心 显 式 格式 


时 间 导 数 用 向 前 差 商 、 空 间 导 数 用 中 心 差 丙 来 通 近 ,那么 就 得 到 了 (3.1) 式 的 差分 
2 一 Ul Wit — eui TT Ww : 


Uj Uj+1 
T +a- 2h hn 


显然 ,格式 (3.3) 的 截断 误差 为 OCt 十 及 ). 如 果 v= 二 0, 那 么 (3.3) 式 就 是 对 流 方程 的 一 
分 格式 . 我 们 知道 ,这 是 一 个 不 稳定 的 差分 格式 . 下 面 对 于 v 了 关 0 来 讨论 差分 格式 (3. 3) i 
稳定 性 , 奢 令 


人 古 : 


那么 差分 格式 (3.3) 可 改写 为 


0 = Us FA 2 1 ) 十 (ui 2uUs /| ) . Ls 3) 


容 匈 求 出 这 个 差分 格式 的 增长 因子 
G(T kk) = 1— 2nu(1— coskh) — Nsinkh, 
其 模 的 平方 为 
| G(r,k) |*= [1— 2n(l1— coskh) J +A sin bh 
1 — 4p(l — coskh) + 4p (1 — coskh)’ TA sin kh 
= 1— (1— coskh)[4— 4 (1— coskh)—A (coskh)|. 
由 于 1 一 coskh 宇 0, 所 以 |G(r,k)| 夺 1( 即 差分 格式 稳定 ) 的 充分 条 件 为 
4 — dp (lO— coskh)—A (lcoskth) > 0. 


上 式 可 以 改写 为 
一 coskh 


2 
(2A° — 8 2) + 7 


十 44 一 24° 宇 0. 


注意 到 地 (1 一 coskh) E [0,1], 所 以 上 面 不 等 式 满足 的 条 件 为 


(2 — 8 )| dp—20 宇 0， dy 一 21 守 0. 
由 此 得 到 差分 格式 (3.3) 的 稳定 性 限制 为 


rT 


2y a 
2 (3. 4) 


人 


3 ”对流 扩散 方程 105 


y 二 << (2. 


2 


注意 到 条 件 (3.5) 即 为 扩散 方程 器 前 差 格 式 的 稳定 性 条 件 . 由 于 增加 了 对 流 项 ,因此 
时 间 步 长 增加 了 限制 (3. 4) 式 . 


3.2 修正 中 心 显 式 格式 
设 u(x,?) 为 对 流 扩散 方程 (3. 1) 的 充分 光滑 的 解 ,那么 有 


=| 
| 一 


Oa J J di 7 9° 
92 FT Sta i 
9 4 3 3 9 gu 3 du 
Jp 一” go 3av” 9 装填 3a’ 7 Fa 一 4 gs 
利用 Taylor 级 数 展开 有 
AD EM WU (Ti ts) — WT; 1 st ) 
和 2h 
lal — elt ul 
YY 万 


加 1 nn Tr - n Tr? dy nn I 
a ec nt 


Qu Fu 
+a[ 尖 ] + (| 十 口 (GE ) 
dz gz J; 


A \” : Qu Ya > TE 中 D37 人 
天下 一人 [5 一 2 人 + 下) 
2 “96 Nn 本 5 4 Nn “3 AN 
Tia aa 32 | 3 二 
+ 


(93 \” D4z 
+ 给) 一 (3 3 十 OC 十 及 ) 


(uy oY fy 1)/ouY 1p -x 涪 ) 有 
Er et C2 en a be en 


如 有 果 上 略 去 上 式 展开 中 的 高 阶 项 ,那么 可 以 看 出 ,利用 中 心 显 式 差分 格式 (3. 3) 求 解 (3. 1) 式 
也 相当 于 求解 微分 方程 


ou Ou / +2 ga : 
of 了 ox [ 本 党 (3.6) 


显然 , 当 tr 一 0 时 ,方程 (3.6) 就 是 对 流 扩散 方程 (3. 1). 
在 实际 计算 中 ,rt 关 0, 因 此 采用 中 心 显 式 差分 格式 (3.3) 来 进行 计算 时 ,导致 了 扩散 效 
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应 的 减少 . 特别 当 开 az 接近 于 ， 时 (稳定 性 条 件 保证 了 J 一 万 a* 之 0) 更 为 显著 


为 了 使 扩 黎 效应 不 至 于 减少 ,设法 在 差分 格式 的 构造 上 进行 一 些 补救 ,由 此 引入 修正 
中 心 显 式 格式 


如 十 1 如 n n 和 站 再 提 
人 Ujitl U1 _ |,， TT 2 Ut a TT WI : 
- a [ 1 2 4 用 一 用 人 (3.7) 


显然 ,此 差分 格式 通 近 对 法 扩 敌 方 程 (3.1) 的 截断 误差 为 O(r 十 hi). 下面 来 讨论 差分 格式 
(3.7) 的 稳定 性 . 为 方便 起 见 ,我 们 采用 中 心 显 式 差分 格式 的 稳定 性 条 件 进行 推导 . 差分 格 


式 (3.7) 与 差分 格式 (3.3) 的 区 别 在 于 用 i 来 代替 v. 根据 中 心 显 式 格式 的 稳定 
性 条 件 (3.4) 和 (3.5) 可 知 , 差 分 格式 (3.7) 的 稳定 性 条 件 为 


和 y 一 二 

用 vy 代入 第 一 式 有 r< 训 (vt ] , 即 < 学 十 r， 显然 这 是 恒 成 立 的 .因此 ,修正 中 心 
显 式 格 式 (3.7) 的 稳定 性 条 件 为 

T 1 ee 和 ] 

对 于 修正 中 心 显 式 格式 (3.7), 当 v= 二 0 时 ,就 化 为 通 近 对 流 方 程 的 Lax-Wendroff 格 


式 . Lax-Wendroff 格式 的 稳定 性 条 件 |al 2 也 可 由 (3.8) 式 得 到 . 
3.3 迎风 差分 格式 


由 中 心 显 式 差 分 格式 的 稳定 性 条 件 (3.4) 可 以 看 出 ， 当 二 小 时 ,时 间 步 长 必 相 当 小 . 为 


克服 这 一 不 利 因素 ,在 一 阶 空间 偏 导 数 的 离散 中 采用 单 边 差 商 ,其 办 法 相当 于 v==0 的 情 
况 . 令 a 记 0, 那 么 帝 近 (3.1) 式 的 迎风 差分 格式 为 


et WU” 一 Ui ul — 22 十 zl 
一 a 一. (3. 9) 
到 h h 


容易 看 出 ,(3.9) 式 的 截断 误差 为 O(t 十 有 ). 
为 讨论 其 稳定 性 ,可 以 把 (3. 9) 式 写成 (3. 3) 式 的 形式 , 即 


玫 十 1 术 天 天 天 yy 六 
i UW jah \uin — 2u? + wi 
二 一 Ct 六 天 < [ 一 9 ] ph? 而 (3 9 ) 


令 5 一 v 十 各 ,根据 中 心 显 式 差分 格式 稳定 性 的 讨论 ,可 以 得 到 (3.9) 式 的 稳定 性 条 件 为 
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2 Ei 
UU 
| | 
注意 到 ,稳定 性 的 第 一 个 条 ;一 之 1, 而 
a: a 
,五 (全 ] 
和 大作 27 
2y h ah 
3 十 一 十 
利用 不 等 式 
回 | 
ah y 
1 十 2 
< 2 5(! 让 2 
y h hn 2y 
2 I z 
a a 


利用 稳定 性 的 第 二 个 条 件 可 得 到 太守]1. 从 而 可 知 , 稳 定性 条 件 的 种 一 个 条 件 可 由 


| hn 
第 二 个 条 件 推出 . 因此 差分 格式 的 稳 定性 条 件 为 
1 
[全 后 < 去 (3. 10) 


迎风 格 却 是 一 阶 精度 的 差分 格 却 ,但 在 实际 计算 中 还 是 经 营 采 用 的 ,特别 是 当 对 流 项 
系数 比 扩散 项 系数 大 很 多 的 悄 帝 , 即 所 谓 对 流 占 优 扩 散 问 题 ,采用 中 心 格式 已 经 不 能 很 好 
计算 问题 的 结 来 ,而 用 迎风 格式 可 以 计算 出 问题 的 近似 解 . 


3.4 Samarskii 格式 
Samarskii 格式 是 具有 迎风 效应 的 关于 空间 的 二 阶 格式 .下 面 采 用 Samarskii 提出 的 


方法 来 建立 差分 格式 . 为 方便 起 见 , 设 a 之 0, 先 对 方程 (3. 1) 作 扰动 ,得 另 一 对 流 扩散 方程 


i 
oa TR’ I 33,11) 


其 中 R=zha. 当 h>0 时 ,(3. 11) 式 化 为 (3. 1) 式 . 
对 于 方程 (3. 11) ,构造 迎风 格式 
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和 pe - 下 天 站 再 nN 
ww 2 ee 
和 h Te p2 : (3. 12) 


差分 格式 (3. 12) 称 为 通 近 对 流 扩散 方程 的 Samarskii 格式 . 
下 面 来 推导 (3.12) 式 的 截断 误差 , 设 u(xz,t) 为 对 流 扩散 方程 (3.1) 的 充分 光滑 解 ， 
都 人 么 
To 一 rt La i 
: h 
1 起 (瑟瑟 一 LUT st) TT Ti st ) 
1+R ph 0 


必 


0 ul s Lntl 一 u(r sin ) = u (XjH1 stn = 2u(X; "Ln 外 U(X » tn ) 
了 人 ' 
和 h 


那么 ,用 Taylor 级 数 展开 有 
nn 2 
“= (FE) (3) +OCeth). 
Ji ee 


9t 
再 令 
By = a SR) 
h 1 十 天 h2 
用 Taylor 级 数 展开 有 
? -一 {9u 四 ouYy KK ou " rr 
月? 本 ca 3 人 [3] es | 十 (CR ) 
/9uYy ouy Ou 2、 
-<[( 下 | 一 名 ( 天) + 人 ro 
ad 本 aaa 
国 记 2 3 + Oh’) 
FR’ Ju | 2 
由 于 - 守 避 二 OCh?), 所 以 1 一 c[ 且 | tO’). 


利用 T? 的 表达 式 得 


uu 9 9 
T= a 二 +B’? = [ 芝 ) + 国 ] -+ 去 ) 十 OCr 十 已 ) 


一 OOCr 十 三 )， 
仿 迎 风格 式 的 稳定 性 证 明 ,可 以 得 到 Samarskii 格式 的 稳定 性 条 件 


ah vy \r -1 
2 Th lh SD (3. 13) 
和 
UV 


用 Samarskii 格 却 进 行 计算 时 ,其 工作 量 稍 多 于 迎风 格 式 ,但 是 截断 误差 从 Olt 十) 
提高 到 O(r 十 这 ) ,因此 在 计算 对 流 占 优 扩散 问题 中 采用 Samarskii 格式 是 有 好 处 的 . 
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3.5 指数 型 差分 格式 
考虑 定 态 的 对 流 扩 散 方 程 
du du a 
4 十 4 二 = 7 2， (3. 14) 
其 中 4 为 常数 ,对 (3. 14) 式 积分 可 以 得 到 
三 全 (3. 15) 
其 中 WE 通 解 (3. 14) 中 有 两 个 待定 篆 数 . 对 空间 进行 训 分 , 设 态 为 空间 步 长 ,z 三 访 
(7 一 0, 士 1, 士 2,…) ,相应 于 zi 上 zx 的 值 为 u(x;) ,那么 有 


W(x) = Be Dp,— 全 Pe 


ony = a 


由 此 可 以 得 到 
TW I 机 
Pem 1 
一 到 (1 十 -oo J : 
B=urD i Dh. 


把 B,B 代入 通 解 有 


2) = TH te urm) hle 一 ]) 
上 式 改变 写法 有 


dd 一 
h(l]—e”) 


骨 改 变 其 形式 


二 一 (3.16) 


: 2h 2 1] 一 ew 万 2 。 
下 面 考虑 对 流 扩散 方程 (3. 1) ,与 (3. 14) 式 ,(3. 16) 式 相 比 较 , 我 们 给 出 (3.1) 的 差分 格式 


Hl 
Ui uj E um — ur ah li+e uh ~— Zu us 


到 2h 2 1]—e h’ 
注意 到 
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,加 全 了 yp | 
Le oe ST 一 一 coth 人 等] 一 coth| 至 | ， 
3 村 2 . 


1] 一 6 村 
因此 ,上 面 差分 格式 可 以 写成 


nl1 __ nn tt. n _ 9 n 本 nt 
wy ll tt i | 


rT 2h 7 ， (3. 17) 


其 中 


- 般 称 c 为 拟 合 因子 . 差分 格式 (3. 17) 称 为 通 近 对 流 扩 散 方 程 (3. 1) 的 指数 型 差分 格式 ， 
或 称 了 lin 格式 . 
为 讨论 差分 格式 (3. 17) 的 截断 误差 , 先 把 它 改 变形 式 . 


并 十 1 得 nn n 捍 
uj | jl Uj—1 WU jt+1 ZU? 十 Wi 
J 2 a uj J y | J J 


T 2h 本 十 Co) ， (3. 18) 
t 


4 
十 


p(w) 一 va 一 1) 2 


如 果 在 (3.18) 中 不 考虑 p(w?) ,那么 此 差分 格式 就 是 中 心 显 式 格式 ,所 以 其 截断 误差 为 
O(t 二 有 ). 下 面 考虑 o( 好 ) , 设 zx 为 对 流 扩散 方程 (3. 1) 的 光滑 解 , 那 么 


一 te Tu art) [ss 4) Och), 
此 外 利用 Taylor 展开 有 
SR 
cothzx 十 5 16 ’ 


应 用 到 v(c 一 1) 有 
Wo-D 一 ,人 人 [ 基 + 二 ( 生 片 oo2)]- 直 = oo02 
由 此 得 p(u(zj;,t,)) 一 Oh ), 因 此 指数 格式 (3.17) 的 截断 误差 为 OCrz 十 产 ). 
下 面 讨论 指数 格式 (3. 17) 的 稳定 性 ,与 中 心 显 式 格 式 的 稳定 性 条 件 作 形式 上 的 比较 
可 得 


T 反 : 


(3. 19) 


利用 (3. 19) 式 可 得 
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， 2 
ma” ee ah YY 1 
一 < | -一 一 | 一 < 
2vo h’ 5 |< ， | | 6 ] wl 
coth Ss 


由 此 得 出 稳定 性 的 第 一 个 条 件 , 所 以 差分 格式 (3.17) 的 稳定 性 条 件 为 (3. 19). 

当 vy 之 |a| 时 ,就 是 奇异 摄 动 问题 ( 即 对 流 占 优 ) ,在 这 类 问题 的 数值 求解 中 ,指数 型 格 
式 具 有 和 良好 的 性 质 ,受到 了 充分 重视 . 

最 后 考察 指数 格式 .Samarskii 格式 、 迎 风格 式 之 间 的 关系 , 仍 设 < 二 0, 先 把 指数 格式 
收 写 为 


nn 二 1 各 开 扣 nn Re 再 
uU; uj; Hi Hl _ ah Hjtl eu; 出 Wj—l 9 on 


其 中 一 一. 
取 天 充分 小 , 坚 关 1 十 侈 ,由 此 可 以 看 出 ,(3. 20) 式 化 为 迎风 差分 格式 (3. 9); 如 果 取 
os1 十 iL 十 人 ,那么 


ah ah y 


Copii i 和 


Qe) 


这 样 ,(3. 20) 式 化 为 Samarskii 格式 ,由 此 看 来 ， 迎风 格式 、 Samarskii 格式 都 是 指数 格式 
在 某 种 情况 下 的 近似 . 
3.6 ” 隐 式 格式 

前 面 讨 论 了 求解 对 流 扩 散 方程 的 一 些 显 式 格式 ,它们 都 是 条 件 稳定 的 ,为 了 放松 稳定 
性 条 件 ,可 以 采用 隐 式 格式 进行 求解 , 先 考 虑 Crank-Nicolson 型 隐 式 差分 格式 
2 一 1 a 2 1 一 公关 1 证 1 A 
+ 


I 2h 2h 
| 六 I 内 下 中 二 1 天 十 1 
-+ (3. 21) 


显然 其 精度 是 二 阶 的 . 下面 我 们 考虑 其 稳定 性 .格式 (3.21) 的 增长 因子 古 


人 
人 2 


0 5 本 
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i 
(1 —p 二 ucoskh) 十 [全 sin ] 
ebp” 2 J/ 
(1 十 一 jcoskh)? 十 [si | 
改写 上 式 
G1= — 4u(l1 — coskh) 
(1 二 wcoskh) 十 (Ssint 


由 于 1 一 coskh 宇 0 及 上 式 的 分 母 为 正 , 所 以 有 
1G| 一 1 科 0， 
即 |1G| 夺 1. 从 而 得 出 隐 式 格式 (3. 21) 是 无 条 件 稳定 的 . 
对 于 迎风 格式 、Samarskii 格式 以 及 指数 格式 也 容易 给 出 相应 的 隐 式 格式 ,例如 
Wt! 四 ut! wut! — 9pnt1 ze 二 1 
T ta 2h vo - mt 
此 格式 是 无 条 件 稳定 的 . 在 实际 计算 中 也 受到 重视 . 为 提高 精度 ,可 以 由 Samarskii 格式 、 


指数 格式 给 出 相应 的 Crank-Nicolson 型 格式 . 
3.7 特征 差分 格式 

对 流 扩 散 方程 中 , 知 对 流 占 优 (a 六 由 时 ,那么 对 流 扩 散 方程 将 呈现 双 曲 型 方程 的 特 
性 . 在 双 曲 型 方程 中 ,特征 线 起 到 了 重要 的 作用 . 利用 双 曲 型 方程 的 特征 线 来 构造 差分 


格式 已 在 双 曲 型 方程 碰 到 过 . 在 对 流 扩 散 方 程 中 ,迎风 格式 就 是 采用 双 曲 型 方程 的 特性 
来 构造 的 差分 格式 . 实际 上 ， -思想 ,但 比 迎 风格 式 更 广泛 些 . 


对 流 扩散 方程 (3.1) 的 对 流 部 分 ta 元 相应 的 特征 方 回 为 


(3 22) 


a 1 人 


泊 【 方 问 的 方向 导数 为 
93_ 1 al a 3 
dl 本 Ils ot ] 本 dar 
于 是 ,对 流 扩 散 方 程 (3.1) 可 以 化 为 
Vie = ,3 (F239) 
由 点 (vj stit1) 出 发 , 沿 1 方 同 的 直线 与 下 线 t 二 1 交点 的 横 坐 标 为 
T= Xj;— ar, 


于 是 , 沿 特 征 方 品 的 导数 可 以 作 近 似 
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Vite a J W(x; ee 


化 简 有 
] 十 人 本 - 
此 式 结 合 (3. 23) 式 有 近似 式 


ur 一 MT 加) ui — Zu + ui 
人 
h 
如 果 x ELz;-1,Xx;j., 那 么 用 线性 插值 就 可 以 得 到 迎风 格式 (3.9). 大 u(x ,i,) 用 
Xm-1 Tm 上 的 uw-1,wu 作 线 性 插值 ,那么 束 得 到 
ur — [orus + (1 — ar)us | ,人 一 2x 玉 十 za 


- - (3. 24) 


央 = 
其 中 必 二 一 一 ,mj. 


下 面 来 讨论 差分 格式 (3. 24) 的 稳定 性 . 先 把 (3. 24) 式 写成 等 价 形式 


[1+ 下] -i —v zu 十 zi) = aru (1 — ar)us li。 


令 尺 一 "ex, 代入 上 式 并 记 py 一 v 巨 得 (3.24) 式 的 增长 因子 


GC = -一 一 一 —a”(l— coskh) + ia” sinkh }e*™ 7 
由 此 有 
Ee [1 一 4 一 ay Ja7 sin’ 学 |， 


[1 二 4psin” > ] 


由 此 得 出 1G| 硅 1, 从 而 知 差 分 格式 (3. 24) 无 条 件 稳 定 . 
为 提高 精度 ,对 wx( 工 六 ) 可 用 了 zi,z 上 的 zz ya 作 二 次 插值 多 项 式 
来 近似 ,容易 得 到 男 一 个 隐 式 特征 差分 格式 . 


C3. 25) 


仿 差 分 格式 (3. 24) 的 稳定 性 证 明 ， 可 得 差分 格式 (3. 25) 是 无 条 件 稳定 的 ， 
二 25) 式 类 似 的 se "tn ) 也 可 以 用 Tm—l1 ?im ?m1 上 的 Um—1 ?Um? Um 1 作 二 次 插值 
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i — ar (a +2) 十 oa — Dn |) 
tT 2 


ur 一 2u* 十 Wl 
h? 


4 ” 变 系数 方程 


前 面 讨论 了 第 系数 抛物 型 方程 的 差分 格式 , 主 多 格式 部 可 以 推广 到 变 系 数 方程 上 去 . 
我 们 通过 具体 例子 介绍 几 种 构造 变 系 方程 的 差分 方法 . 


4.1 Taylor 级 数 展开 方法 


(3. 26) 


— y 


考虑 初 值 问题 
Au ~、giw I 
a(zx) 一 0，az) 字 ao 盖 0， (4.1) 
u(X,0) = g(x). (4 2) 


我 们 利用 Taylor 级 数 展 开 来 构造 差分 格式 . 注意 到 


J 
i 元 下 二 OC). 
利用 方程 (4.1) 有 
U (Tit] st ) 一 U(x st ) 十 U(X sin ) 本 9u 1” "rT 
I 医 az| 二 OCh?). 


我 们 引入 时 间 的 差 商 就 得 到 通 近 (4. 1) 式 的 一 个 差分 格式 
1 0 W200 
Ci T 万 


显然 ,其 截断 误差 是 O(t 十 及 ). 差分 格式 (4. 3) 是 向 前 差分 格式 的 推广 ,同样 我 们 可 以 建 
立 类 似 于 同 后 差分 格式 的 变 系 数 差 分 格式 ， 

利用 这 样 的 方法 还 可 以 导出 精度 更 高 的 差分 格式 . 为 此 我 们 假定 a(x) 是 二 次 连续 可 
微 的 函数 . 首先 引入 空间 差分 


5 
万 2 =- 区 痊 十 入 了 十 DG )， 


其 中 Bw 二 wu(z 十 hh 一 2u(X;t) 十 w(x 一 ht) ,因此 


(ozx )i E 汪 h*ro (二 9u 


， (4. 3) 


| | 十 O01) 
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[en 
| (3 六 | 十 各 | | ooue 十 OA ) 


_5/1l19u 1/{1 ou 1f1 ou 本 
一 6 (= 党 | 十 二 (2 天] 十 二 (2 党 +OQW )》 


引入 时 间 差 商 , 我 们 就 很 容易 得 到 差分 格 却 
en wn Sw TH 1 wu (bu)? + (bu)? 
lz ajhnrt 6 a jt la 本 2h° 


显然 ,这 个 格式 的 截断 误差 是 O(T 十 hh ). 
4.2 Keller 合式 格式 


1970 年 H. B. Keller 提出 了 求解 抛物 型 初 边 值 问题 的 一 个 合式 格式 . 这 个 格式 具有 二 
阶 精度 无条件 稳定 和 容易 编制 程序 等 优点 . 在 此 我 们 采用 简化 的 方程 来 讨论 这 一 方法 . 
考虑 初 边 值 问题 


3 ~、9u 和 
< 一 区 (ec 有 1 


， (4.4) 


ar 9x 

ul(X0) 一 gCZ)， 0 二 工 壹 1， (4 5) 
人 Fo 0s 

Wlat) = f(t)s 0 


构造 盒 式 格式 的 关键 一 步 古 把 二 阶 微分 方程 化 为 一 阶 微分 方程 组 


a(xz) Su = 
(4.6) 


og | du 


dx 9 

我 们 在 矩形 区 域 R(T) 二 ‘(xz,?)10 三 x 硅 1,0 夺 1 三 T} 上 考虑 问题 .在 R(T) 上 网 格 取 
T; = jh = 0 ,hh = 1; 

i, = ncn = ON,Nr = 了 | 


oN | Cr 


使 用 记号 
(1) Zi 一 (如 十 TH) td 一 本 ( 丰 十 ii)， 
， | (4.7) 
(2) 二 友好 十 闻 )， 中 一 本 ( 凤 十 晤 ))， 


其 中 g? 是 定义 在 R;(T) 上 的 也 数 . 现在 我 们 在 R(T) 上 使 用 中 心 差分 来 通 近 方程 组 
(4.6), 得 
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Qj 一方 ph = Wk 和 
| 而 一 六  ， 严 一 二 Wl 
一 a = a 了 一 ] ,2 ss nO— ],*** ,NN, 
h E 
初始 条 件 的 离散 是 
da) = 12， (4.9) 
UU 一 CC 
dx 
边界 条 件 的 离散 是 百 接 的 , 即 
ui = fof) w= (5) ln N. (4.10) 


Keller 盒 式 格式 也 可 以 应 用 到 非 线性 问题 及 间断 系数 问题 . 
4.3 有 限 体 积 法 

有 限 体 积 法 是 推导 差分 格式 常用 方法 , 它 推 导出 来 的 差分 格式 将 保持 微分 方程 所 具 
有 的 一 些 特征 ,例如 守恒 性 、 对 称 性 等 . 对 于 非 均 匀 网 格 , 特 别 是 多 维 情况 .有限 体积 法 较 
为 容易 地 构造 出 具有 良好 性 质 的 差分 格式 . 

我 们 仍 考 虑 上 一 小 节 使 用 的 微分 方程 


Br — 元 ec | pa > C0 > 0, (4, 11) 


令 mw(z,DO 一 cz) 元 ,那么 方程 (4. 11) 变 成 


-二 0. (4. 12) 


Oo 一 { ( 工 工地 = 工 j++ 方 sh, i trH | 
在 9% 上 对 (4.12) 式 进行 积分 有 
1 | xz) 一 wz ) dz = | [vi 1 sj = wT st) |dz. (4.13) 


由 wz 四) 的 定义 有 守 一 汪 "我 们 在 区 间 [zj ,zj+1] 上 对 此 式 进行 积分 就 得 到 


可 


. , | Titl YE 人) , 、| ziH+1 1 
U(Xit1 a u(x; ,1t) 一 上 ey dr = Tw (Tit | 二 dz， 


因此 有 


h ,U(Xit1 tt) 一 u(xjt) 
Tl ] h . 


WC se J 


一 全 
z, a(x) 
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如 果 令 
| Tz} 1 = 
nnn 二 bE* (| . ed : (4. 14) 
Ti CE A 


w(x sb) A Ai (4. 15) 
此 外 ,有 
pp u(x st dr A hu x; ,i,), (4. 16) 
[WE (THis dt rw xi tn) + (1 — w(x ,6,) (4.17) 
其 中 9 是 .个 参数 ,0 三 9 二 1. 现在 将 (4.15) 一 (4.17) 式 代 人 (4. 13) 式 ,整理 有 
A lA z 
- h (4. 18) 


+ (1—DACA, Vulzr;,t)) = R’?, 
其 中 R? 为 误差 项 ,A 和 V 分 别 表 示 关 于 的 向 前 及 向 后 差分 , 即 
Aulz; tn) 一 uz tan) — u(x; st ), 
Va(lz sb) = (rb) — Wr sh ). 


容易 验证 , 当 9 一 己 时 ,RY 一 OC 十 h). = 9 关 志 时 ,RR 二 O 〇 (rt 十 及 ). 由 (4.18) 式 我 们 可 以 
得 到 差分 方程 


wut! 


i [0A(Aj Vw 1) + (1— OACA vu) = 0. (4. 19) 
CT 


由 差分 格式 (4.19) 可 以 看 出 , 当 0 一 0 时 ,得 显 式 格式 ; 当 0 一 1 时 得 隐 式 格式 ; 当 0 一 万 时 


为 Crank-Nicolson 型 格式 . 从 (4.19) 式 我 们 还 看 到 , 它 包 含 了 计算 A; 的 数值 积分 .要 引 
起 注意 的 是 ,选取 的 数值 积分 公式 的 误差 阶 至 少 不 低 于 差分 格式 的 截断 误差 的 阶 , 否 则 就 
会 降低 差分 格式 的 精度 ,一般 A; 可 以 使 用 下 面 的 表达 式 

A; = a(z; 1) (4. 20) 


或 
A, = 3 [Laz el (4. 21) 
前 面 我 们 对 变 系 数 方 程 推导 出 了 差分 格式 .但 都 未 讨论 过 稳定 性 问题 ,一 般 说 来 ， 
Fourier 方法 是 不 能 应 用 的 .但 在 此 不 给 出 稳定 性 的 严格 论证 ,而 采用 与 变 系 数 双 曲 型 方 
程 一 样 的 方法 , 即 “ 冻 结 ” 系 数 法 . 作为 例子 我 们 讨论 (4. 19) 式 的 稳定 性 .为 确定 起 见 令 
0 一 0 ,再 令 a(x) 寺 a ,这样 (4.19) 式 的 显 式 格式 就 是 
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我 们 知道 其 稳定 性 条 件 是 a 巨 福 广 ,因此 (4. 19) 式 的 显 式 格式 的 稳定 性 条 件 是 


max | a(z) | 4 a 


2 


用 同样 的 方法 可 以 对 变 系数 格式 (4. 3),(4. 4),(4.8) 以 及 (4. 19) 式 的 隐 式 格式 和 
Crank-Nicolson 格式 进行 稳定 性 讨论 . 


4.4 间断 系数 问题 
为 更 好 地 理解 间断 系数 的 处 理 方法 ,考虑 微分 方程 


再 六 (ac 于 | p(xu 一 一 () 。 (4, 22) 


其 中 az) 三 co 二 0. 我 们 假定 在 工 的 上 半 平 面 内 的 直线 xX 一 &E 上 ,al(x) 和 65(zx) 可 能 有 第 
-类 则 断 点 .在 间断 线 上 解 w 满足 如 下 的 联结 条 件 
u(é—0,t) = u(é+0,), 
ate—0) ace— 0 = ale+0) det 0 So 
I Ep 
我 们 仅 讨 论 特殊 情况 , 设 系 数 a(z),b(z) 的 间断 线 与 网 格 线 z 一 了 (一 0, 士 1,…) 
重合 . 
下 面 我 们 用 有 限 体 积 法 来 推导 (4. 22) 式 的 善 分 格式 , 仍 采 用 上 一 小 节 引 入 的 网 格 齐 
分 和 记号 ,在 2 上 对 (4. 22) 式 积分 有 
| Eas urst) de = | Qe adrdt — ||oCr)udedt. (4. 24) 
Tl 是 J 
由 于 a(z) 和 65(z) 可 能 在 x 二 xz) 处 间断 ,因此 对 等 号 右边 的 两 个 积分 必须 仔细 地 处 理 . 


1 | i 
J dard | I J TD dz |dt 


-| [| ,Dt i FwzD dr]d 
一 证 {[ wo; 二 有 一 wT | 二 [w(xzjri ,CO— w(x; 十 0,£) |} dr 


jw {[w zat st) — wr 4d) 1 — LLwlz;t 0 — wzr; — 0,£) |}dz. 
注意 到 wT 了) 的 定义 及 联结 条 件 (4. 2 的 第 二 个 条 件 有 w(x 下 0) — w(x —0 ,1) . 因 
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此 得 到 
J di 一 |” [w(xit st) — wr ,1) dz. (4. 25) 
再 来 考虑 (4.24) 式 右边 的 第 二 个 积分 
Jlaca) n(xrt dedi= | 人 b(r)ulT ETdLE 
intl 用- 


~ [bz i 
留 下 来 可 以 完全 仿 上 一 小 方 的 推导 ,得 到 差分 格式 


入 十 1 


四 一 下 一 二 A(AjVw) 十 却 Fbito 十 Oo = 0. (4. 26) 
『 
取 A, 为 
人 
es 
那么 上 述 差 分 格式 化 为 
一 ] 
Wj ui 1 n | es 
0 ra, yu — Cay + ann) 
十 any] 十 亏 (bio 十 Bio) 地 一 0. (4. 27) 


从 差分 方程 (4.27) 可 以 看 出 ,在 系数 间 数 线 x 二 zx; 处 ,bl(z) 是 用 它 的 左 极限 和 右 极 
限 的 算术 平均 值 来 代替 . 此 外 我 们 也 注意 到 , 当 5 圭 0 时 ,方程 (4. 22) 化 为 方程 (4. 11), 并 
且 得 到 系数 az) 问 断 与 否 所 得 差分 格 却 是 一 致 的 (当然 ,这 是 特殊 情况 ). 由 此 可 以 看 出 
有 限 体积 法 在 构造 具有 间断 系数 的 情况 是 很 方便 的 . 
4.5 隐 陈 方程 的 解法 


我 们 以 差分 格式 (4.4) 为 例 . 考虑 在 求解 过 程 中 应 注意 的 一 些 问 题 . 首先 把 (4. 4) 式 


化 为 
人 全 nt ET 
(ea ar 1 避 pe j 十 92 Bs 
全 本 下 | i ep 
1 十 二 a -Wn 十 hr (4. 28) 
pe 和 7 二 上 给 出 某 种 类 型 的 边界 条 件 . 令 
Aj= l = DB = E 本 4 


laa 2 ba; To 1 Zajn ”2h 
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有 A 82poa 
liua; 1 l Ga 本 | Oiu 


那么 方程 (4. 28) 可 以 写作 


A U1 "十 Bau? 十 Ca 一 D,，, (4. 29) 
其 中 j= 二 1,2,…,J 一 1. 为 简单 起 见 , 令 边界 条 件 为 
ee=0 Ww = (4. 30) 


显然 方程 组 (4. 29) 及 边界 条 件 (4. 30) 就 可 以 求解 了 .方程 组 (4. 29) 和 (4. 30) 构 成 了 系数 
矩阵 为 三 对 角 和 矩阵 的 方程 组 ,利用 追赶 法 求解 这 个 方程 组 的 一 个 充分 条 件 是 
(| Bi |>| C |>0, 
|B,| 宇 | A; |+|C;|,， A;:C, 关 0，j==2,…,J] 一 2， (4. 31) 
Eo la 


如 果 令 互 > 二 (一 1 ,2,…,] 一 1) ,那么 有 

0 BS0 
IE 31) (不 妨 假定 a(x) 是 可 微 的 ). 因此 方程 组 (4. 29) (4. 30) 是 可 解 的 . 由 
此 可 见 ,a; iz 之 圳 二 是 可 解 的 -个 充分 条 件 . 一 般 来 说 ,空间 训 分 是 预先 分 好 的 ,因此 必须 


调节 时 间 步 长 来 满足 这 个 条 件 . 
上 面 讨 论 我 们 清楚 地 看 到 ,许多 隐 式 格式 是 无 条 件 稳定 的 ,但 求解 过 程 中 还 要 受到 一 
定 的 制约 . 


5 多维 问 题 


在 实际 问题 中 ,经常 磁 到 二 维和 三 维 的 问题 . 虽然 它们 是 一 维 问题 的 直接 推广 ,但 其 
差分 格式 将 具有 多 种 多 样 的 变化 . 
bn 


=a (3 ) 0 过 xy ls t=>0, (5. 1) 

|uC(xz,y,0) = wo (X,Yy), 站 过 Ts ‘3. 友 ) 

KKCO Yi) = ull yyst) = urs0st) = u(rsl1yt) =0, t> 0, [Foo 
其 中 a 为 正常 数 . 
先 将 定义 域 


D={(rzyD) | 0 ry 1 守 0}， 
剖 分 为 网 格 
有 -一 (Cz; 7) 人 jh »] 3 0 1，……，| ,ih = ] ; 
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yr =， /一 0 1 一 证) 天 全 01， 
其 中 tt 和 有 分别 为 时 间 步 长 和 空间 步 长 . 为 了 方便 起 见 , 已 经 取 z 方 加 和 yy 方 问 的 步 长 相 
等 . 在 实际 应 用 中 也 经 常 取 不 同 的 空间 步 长 . 
再 引入 记号 
Ou 3 Ujt1,1 LUN 十 wl,i * On3 Wj, s+1 — Lun 2 , 王 1 。 


5.1 一 维 格式 的 直接 推广 


一 维 扩 散 方 程 的 各 种 类 型 的 善 分 格式 可 以 推广 到 二 三 维 扩散 方程 ,容易 想到 的 是 直 
接 推 广 . 比如 ,一 维 扩 散 方 程 的 器 前 差分 格式 推广 到 (5.1) 式 上 来 应 是 
Ww 一 唉 一 (0a) + du%). (5. 4) 


下 

利用 Taylor 级 数 展开 吻 得 差分 格式 (5.4) 的 截断 误差 为 O(t 十 让 十 及 ). 下 面 我 们 来 分 析 
其 稳定 性 ,为 此 把 (5.4) 式 改写 为 

We -一 Ui 十 CA (Oiu’ 十 Os ) ' (5, 5 ) 


ee ttm 


0 一 vy" eA 办 eitz 轴 ， 
把 此 式 代 入 (5.5) 式 有 
wl = {二 2al(coskhih om 1) 2a (cosksh — 1)}v. 
因此 差分 格式 (5. 5) 的 增长 因子 是 
CCr Kk) = 1 一 4 人 s im 二 sin dE 


其 中 Kk 二 (ki ,ks ). 如 果 aX 志 地 ; 则 有 |1G(r,k)| 达 1. 由 此 得 出 差分 格式 (5.5)( 即 (5. 4) 式 ) 


a 0 


可 以 看 出 ,二 维 情况 显 式 格式 的 稳定 性 条 件 要 比 一 维 情况 的 稳定 性 条 件 a 三 志 要 严 得 


多 . 容 匈 证明,p 维 显 式 格式 的 稳定 性 条 件 将 是 aXh 硅 1/(2p). 所 以 在 二 维 其 全 于 多 维 情 况 
及 用 这 样 的 显 式 格 式 是 不 合适 的 ,为 此 我 们 转 癌 考虑 隐 式 格式 .一 维 癌 后 差分 格式 的 且 搁 
推广 是 


一 Osu 二 Ow ). 人 


T 
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此 格式 的 截断 误差 是 OCt 十 让 十 有 ), 仍 用 Fourier 方法 分 析 这 个 格式 的 稳定 性 , 仿 前 可 以 
计算 出 其 增长 因子 
a [sin 一 | z 
因此 有 |G(Czr,K)| 委 1, 即 有 差分 格式 (5.7) 是 无 条 件 稳定 的 . 

为 提高 精度 ,对 微分 方程 (5.1) 也 可 以 采用 Crank-Nicolson 型 格式 ,这 也 是 一 维 问题 
的 直接 推广 . 其 格式 可 写 为 


Rl1 _ 
Ui 


G(rt,k) = 


be A 9y 


T 


这 是 二 阶 精度 的 格式 ,其 增长 因子 是 


G(T,k) 一 < 和 和 *、 


1 2a sin 一 二 2a sin” 


因此 ,对 任何 4 都 有 |G(r,k) | 三 1. 所 以 格式 (5.8) 是 绝对 稳定 的 . 

现在 考虑 一 下 隐 式 格式 (5.7) 式 和 (5. 8) 式 的 求解 方法 .我 们 知道 ,在 一 维 隐 式 格 式 形 
成 的 方程 组 是 系数 矩阵 为 三 对 角 算 阵 的 线性 代数 方程 组 ,因此 用 追赶 法 很 容易 求解 . 而 对 
于 (5.7) 式 和 (5.8) 式 导出 的 方程 组 的 系数 矩阵 不 是 三 对 角 和 矩阵 ,因此 ,求解 就 不 容易 了 . 

我 们 对 于 显 式 格式 和 隐 式 格式 的 分 析 知 道 ,在 实际 使 用 上 都 受到 限制 .因此 构造 每 层 
计算 量 不 大 的 绝对 稳定 的 格式 就 成 为 一 个 具有 现实 意义 并 很 有 兴趣 的 问题 .在 一 维 中 , 隐 
式 格 式 是 绝对 稳定 并 可 用 追赶 法 容易 求解 .由 此 产生 了 下 面 将 叙述 的 交 蔡 方向 隐 式 格式 
及 其 他 算法 .它们 都 具有 绝对 稳定 、 容 易 求解 和 有 相当 精度 的 特点 . 


5.2 ”交替 万 向 隐 式 格式 

我 们 在 构造 微分 方程 (5. 1) 的 隐 式 格式 和 显 式 格式 中 ,对 革 和 5 当做 了 同样 的 处 理 ， 
即 或 同时 在 第 层 取 信 或 同时 在 第 十 1 层 取 值 . 为 了 构造 出 一 维 形式 的 隐 式 格式 ,对 酚 
个 二 阶 导数 中 的 一 个 ,比如 ?3 二, 用， 在 第 十 1 层 上 的 未 知 值 的 二 阶 中 心 差 商 来 代替 ,而 


5 才 则 用 x 在 第 刀 层 上 的 已 知 值 的 二 阶 中 心 差 商 来 代替 ,这 样 得 到 的 方程 组 仅 在 方向 
是 隐 式 的 ,比较 容易 求解 , 即 用 追赶 法 就 可 以 了 .为 对 称 起 见 , 在 下 一 时 间 层 上 ,重复 上 述 
步 又, 即 对 方向 是 隐 式 的 ,对 工 方向 是 显 式 的 . 这样 相 邻 的 两 个 时 间 层 合并 起 来 构成 一 
个 差分 格式 . 现在 我 们 在 一 个 时 间 层 上 完成 上 述 两 步 算法 ， 
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刀 十 于 如 
Ui * [| I 1 
-一 一 4 jp (Gu + us), 


9 
本 5 9 
ML 一 = 上 部 十 82zzatl ) 
工 万 2 Es ) = 
pe 


这 是 Peaceman 和 Rachford 在 1955 年 首先 引入 的 差分 格式 ,一 般 称 为 Peaceman- 
Rachford 格式 或 而 称 P-R 格式 . 
可 以 看 出 ,计算 wi 是 由 两 步 组 成 ,每 步 仅 是 一 个 方 加 的 隐 式 , 故 用 多 次 追赶 法 就 可 
以 解 出 wT1 了 . 
下 面 我 们 考虑 P-R 格式 的 精度 , 先 设 法 消去 过 渡 值 wa*? ,将 (5. 9) 式 的 两 式 相 加 ， 
得 到 
wu 553 二 十 各 各 (十 码 )， (5. 10) 


把 (5.9) 式 的 两 式 相 减 有 
Autz 2 -= 一 2(wun" 十 ) 
将 上 式 代 入 (5. 10) 式 ,经 整理 有 


[本 人 03 ] 生 一旦 一 筷 (62 十 信 ) wo Si. C5 1y 


设 wl(z,?) 为 (5.1) 式 的 精确 解 , 并 假定 wxCz, 间 关于 上 三 次 连续 可 微 , 关 于 zx,y 四 次 连续 可 
微 ,那么 利用 Taylor 级 数 展开 可 得 
(+ 去 到 a 和 


T 


— 09 (ut 十 wD). 


— 4 (82 4 062) “Ti? Ys int!) u(xj Vit) 
= De hh 
由 此 我 们 得 到 P-R 格式 是 二 阶 精 度 的 ,与 二 维 的 Crank-Nicolson 格式 有 同样 精度 . 
现在 来 讨论 P-R 格式 的 稳 定性 ,为 此 把 (5. 11) 式 改写 为 


12a)( he = (1 $8 (1 Ea $0; J wi ， (5. 12) 
其 中 = 起 .容易 求 出 (5. 12) 式 的 增长 因子 


ph: 
E — 2aX sin? (1 一 2aX sin’ | 
G(r,Kk) = 、 2) 2) 


E a [1 ee | 
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显然 ,对 任何 4 都 有 1G(Cr,k)| 硅 1, 所 以 P-R 格式 是 绝对 稳定 的 . 
以 上 讨论 可 以 看 出 ,P-R 格式 是 二 阶 精 度 、 绝 对 稳定 并 多 于 求解 的 格式 . 这 样 的 格式 
是 实际 计算 中 可 以 使 用 的 . 
由 (5.12) 式 出 发 ,我 们 还 可 以 构造 出 其 他 的 交 蔡 方 品 隐 式 格式 . 例如 : 
a n+ 二 a. a dn2 | mn 
1 -一 十 2 33 [1+ 7 和 5, 
E 一 709 J 一 wrt. 


这 个 格式 也 是 二 阶 精 度 、 绝 对 稳定 并 易于 求解 的 格式 ,此 格式 称 为 D'yakonov 格式 . 
下 面 来 讨论 Douglas 格式 ,为 此 我 们 把 (5. 12) 式 改变 形式 


a2 _ U2 ua Ui a , 
@ 9 8: | (1 9 8 | 本 一 jo 十 Dur. [5 14) 
我 们 把 (5. 14) 式 分 裂 为 


(5 13) 


1 十 广 a 
E 一 0 一 和 — i (0 二 6 ) uu’ (5.15) 
及 
~ 吝 和 十 二 蝎 
2 0 - | .16) 
再 把 (5. 16) 式 变形 为 
nn 十] jn 十 广 
一 (5. 17) 
名 


称 格 式 (5.15) 式 和 (5. 17) 式 为 通 近 (5. 1) 式 的 Douglas 格式 . Douglas 格式 也 是 交替 方向 隐 式 
格式 ,精度 及 稳定 性 全 同 于 P-R 格式 . Douglas 格式 与 PR 不 同 之 处 是 在 (5. 17) 式 中 同时 出 
现 了 wswus 和 ;Ww ,因此 存储 量 比 PR 格式 大 ,这 样 看 来 PR 格式 比 Douglas 格式 好 .但 值 
得 注意 的 是 P-R 格式 不 能 推广 到 三 维 问 题 ,而 Douglas 格式 是 可 以 推广 到 三 维 问题 . 

5.3 局 部 一 维 格式 


我 们 对 微分 方程 (5. 1) 建 立 下 列 局 部 一 维 格 式 . 


] Wt TW ay ( 委 本 @ 
2 工 nl a) 
2 | 
.18 
1 Ww wt 全 u% 十 wt 
2 所 | 全 
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1- 0 -je + 二 (1 es 和 je 
人 


为 了 考虑 (5.18) 式 的 精度 ， i 19) 式 中 的 中 间 值 w%**?. 利用 (5.19) 式 可 以 


得 到 
do) 


_ My a ntl 一 1_ ms 人、 到 ,如 十 六 
-2 全 上- sa = (1 )(1+ jt 


由 于 我 们 采用 的 是 正方 形 网 格 , 所 以 卫 接 计算 就 得 G6yuy 王 06zuxn， 因 此 有 


gj) (0) 


由 此 我 们 得 到 


上 面 两 式 也 可 以 改写 成 


(5.19) 


(1 -gj( -多 1+ )( + 儿 J. (5. 20) 
此 外 也 有 
J 3 1 工人 Sn 
(1+2%)( + ju [+ 8: (1+ 0 J 
从 而 得 到 等 式 


[和 (各 jar = +05) gs) 


此 式 就 是 (5. 12) 式 ,因此 局 部 一 维 格式 与 P-R 格式 等 价 . 局 部 一 维 格式 可 以 推广 到 三 维 
问题 . 
5.4 预测 -校正 格式 

预测 -校正 格式 曾 多 次 碰 到 过 . 基本 思想 是 从 时 刻 i 推进 到 时 刻 1,41 分 成 两 步 . 首先 
用 稳定 性 较 好 的 一 阶 精度 格式 计算 出 在 所 十 亏 > 时 的 近似 解 w+3. 然 后 在 时 间 区 间 [i, ,t 十 民 ] 


上 用 二 阶 精 度 格式 计算 出 在 1, 十 zt a 第 二 步 中 使 用 了 由 第 一 步 得 到 的 不 太 精 
确 的 解 v17. 逼近 (5.1) 式 的 预测 -校正 格式 是 
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二 
Ui 4 Un CC wut, 
Ee A 
2 
1 去 一 一 ty 7 1 
tz, Lo Sy 
工 h 
- 
玫 十 1 时 
Ujil — Wi A, b + 
T h 


前 两 个 算式 是 预测 ,后 一 个 算式 是 校正 . 显然 ,差分 格式 (5.21) 仅 求解 有 三 对 角 和 抢 阵 为 系 
数 的 线性 代数 方程 组 .最 后 的 算式 是 显 式 计算 .下面 来 讨论 预测 -校正 格式 (5. 21) 式 的 精 
度 及 稳定 性 . 由 (5. 21) 式 前 两 式 消去 由 ++ ,可 以 得 到 


E 6 ] (1 下 人 je = 通 . (5. 22) 


利用 上 式 有 
名 (& 十 3) (1 一 全 六](1 一 委 8 ju = 名 (6 二 6) 坟 ， 
由 OO uy —0 On; ,从 上 式 可 以 得 出 


有 (1 -98 )(1— 2 jc 十 总) 于 二 总 (总 十 69) 区， (5. 23) 


利用 (5. 21) 式 的 第 三 式 及 (5. 23) 式 我 们 得 出 
| CA aA vo Wu — uy CA SN CA 1 
E 了 2 人 [1 _ = E 2 | (1 2 | 生 (8: 62 un 


二 (部 十 台 ) 茂 . 

这 就 是 (5. 12) 式 的 男 一 种 形式 (5. 14) 式 ,从 而 可 知 预测 -校正 格式 是 二 阶 精 度 的 无 条 件 
稳定 的 格式 . 
5.5 跳 点 格式 

一 维 跳 点 格式 可 以 直接 推广 到 二 维 问题 上 来 ,并 将 保留 一 维 算 法 的 特点 ,为 了 简化 起 
见 ,我 们 引入 差分 算 子 

Liu’ = -i(6 二 人)us. (5. 24) 

这 样 我 们 可 以 把 通 近 (5.1) 式 的 显 式 格式 (5. 4) 式 与 成 下 面 形 式 


1 
ur = ui tun. 


隐 式 格式 (5.7) 可 以 写 为 


凡 十 1 


| 十 1 
wil Ui 十 Th, ht 交 
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引入 奇 - 偶 函数 

，_ (1，72 二 7 十 /为 奇数 ， 

四 to nn 十 j 十 1 ”为 偶数 . 
利用 奇 - 偶 函 数 05 ,我 们 可 以 把 求解 二 维 扩散 方程 (5.1) 的 跳 点 格式 表示 为 

ua = uron Lu corLuy. (5. 25) 

由 (5.25) 式 可 以 看 出 ,如 果 nn 十 1 十 7 十 7 为 偶数 , 则 (5.25) 式 取 显 式 计 算 . 如 宁 7 十 1 十 7 十 / 
为 奇数 , 则 (5. 25) 式 采用 隐 式 计算 .由 (5. 25) 式 也 可 以 看 出 ,在 相 邻 的 时 间 层 上 ,对 固定 空 
间 点 Cziyyi) 的 算法 是 改变 的 .下 面 列 出 两 个 相 邻 的 时 间 层 上 的 公 


uh = wi 二 toiLuy! t+ roOrLu, z 
(5. 26) 
wn 3 一 ux + ro% Te 二 Tc0” Lu . 
我 们 注意 到 名 “二 名 ,因此 上 面 式 子 可 以 改写 为 
un TO La Pe = Ui 十 世人 ' . 
(5 OF 
ne 一 工 0 工 2 一 ny 和 Ee zc Fe 
这 组 公式 与 P-R 格式 类 似 ， 从 上 式 的 第 二 式 减 去 第 - 式 有 
人 一 2 Ui 二 和 人 一 ZOL un. 
如 来 2 十 7 十 ! 为 偶数 , 则 得 
i i (5 28) 


总 起 来 利用 跳 点 格式 可 以 归纳 如 下 : 设 在 第 nn 屋 上 wi 已 知 , 要 求人 第 n 十 1 屋 上 的 值 
% .第 一 步 是 对 nn 十 1 十 7 十 7 为 偶数 的 点 利用 公式 (5. 25) 按 显 式 计算 ,第 二 步 是 对 
vp 为 奇数 的 点 利用 公式 (5. 25) 按 隐 式 计算 ,但 此 时 wi"! 的 四 个 邻 点 上 的 值 
wii 已 由 第 一 步 求 出 , 故 实 质 上 第 二 步 是 显 式 的 .第 二 步 得 到 的 值 按 
公式 (5. 28) 求 出 第 2 十 2 时 间 层 上 的 值 好 一 ,因此 第 一 步 实际 上 是 按 公 式 (5. 28) 的 简单 
运算 而 得 到 的 . 由 此 可 见 跳 点 法 比 区 蔡 方 癌 法 更 省 工作 量 . 
关于 二 维 跳 点 格式 的 精度 及 稳定 性 同一 维 问题 的 讨论 ,这 里 就 不 再 叙述 了 了 . 


5.6 三 维 问 题 


三 维 问题 基本 上 与 二 维 问 题 一 样 构 所 格式, 因此 仪 作 简单 介绍 . 考虑 三 维 扩 敌 
方程 


人 oe 
J | a 4 | (5. 29) 


dt lar’ ay ar) 
初 边 条 件 可 按 二 维 问 题 推广 ,不 再 列 出 . 
令 AXT 二 Ay 二 Az 二 用 uy 一 Wnt41 一 2U%m 十 Ww,m-1; 那 么 (5.29) 式 的 癌 前 差分 格式 为 


pa (py (0 
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其 中 一 巨 . 显然 (5. 30) 式 的 截断 误差 为 OCr 十 大 十 大 十 如). 稳定 性 条 件 为 a4 达 三. 相应 


地 , 癌 后 差分 格式 为 
wnt! — aA (O02 + 02 + 2) ut! = wn,, (5. 31) 
其 截断 误差 为 OCt 十 户 十 及 十 如). 此 格式 是 无 条 件 稳定 的 . 
三 维 问题 的 Crank-Nicolson 格式 为 
wt 坟 A (62 + 02 + 02) ut! = tw + 5 (62 + 02 | 2 ) u,,. (5. 32) 


二 

与 二 维 问题 同样 原因 ,在 实际 上 必须 构造 三 维 的 交替 方向 隐 式 格式 或 局 部 一 维 格式 . 
下 面 仅 举 一 例 说 明 . 

容易 想到 二 维 Peaceman-Rachford 格式 的 三 维 推广 , 仍 设 Az 王 Ay 王 Az, 那 么 P-R 格 
式 可 以 写 为 


(一 入 一 [1 十 全 各 十 全 各 jj， 
区 


求解 此 格式 可 通过 一 系列 人 奶 赶 法 来 完成 ,但 是 此 格式 的 截断 误 善 为 OCAt 十 大 十 天 十 庆 )， 
并 且 是 条 件 稳 定 的 ,因此 一 般 都 不 采用 . 
我 们 知道 ,Crank-Nicolson 格式 的 截断 误差 为 OCT 十 记 十 户 十 hh ), 由 此 可 知 


1 as] 人 1 _ #203 )(1 -00 Ch 


(1 +20: |(1+ 雪 00; [1+ 0 j。 os 


(5. 34) 


的 截断 误差 也 为 OC 十 让 十 让 十 及 ). 求 解 (5.34) 式 可 以 由 多 种 方法 进行 . 
注意 到 ,(5. 34) 式 等 价 于 


gj -多 1 一 委 oo — we ) 


= 6 | 6 | 2), 十 0) Sa) Sop2pzns. 


删 去 高 阶 项 了 (aX)*628 y0zu%m， 得 到 一 个 算法 
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ad 
, 2 
(1— $6; ja 一 Ar ， 
2 [3 99 


Az = Wt — Us 
称 算 法 (5. 35) 为 Douglas-Gunn 格式 , 易 知 这 是 无 条 件 稳定 的 二 阶 精 度 的 算法 . 
局 部 一 维 可 按 二 维 问题 直接 推广 . 


6 非 线 性 方程 


许多 物理 问题 可 以 用 非 线性 抛物 型 方程 来 措 述 ,比如 非 线性 扩散 方程 反应 - 攻 散 方 
程 、 笑 性 流体 力学 方程 组 等 ,都 是 典型 的 非 线 性 抛物 型 方程 ,因此 数值 求解 非 线 性 抛物 型 
方程 的 问题 驶 成 为 实际 中 很 迫切 的 问题 . 我 们 考虑 如 下 问题 


Adu 9*u 
全 = /f(a 5 3 站 过 
E00) = (Ls 村 (6.1) 
证 Qt = Us t 之 0， 
1 = 0; 0 


9 
其 中 地 人 之 ao>>0. 


求解 常 系 数 线性 抛物 型 方程 的 许多 方法 和 技巧 都 可 以 推广 到 非 线 性 抛物 型 方程 上 

来 ,但 由 于 非 线性 的 性 质 , 所 以 必须 对 具体 的 方程 作 茶 些 必要 的 修改 .对 于 (6.1) 式 中 的 方 
程 容易 直接 建立 显 式 差分 格式 

ww | ss Wl Wi - : - 

8 = /f(z 3 57 On ; (60. 2) 


这 个 格式 看 起 来 好 像 很 方便 ,使 用 很 简单 . pe (6.2) 式 是 一 个 显 式 
格式 ,因此 我 们 从 稳定 性 来 考虑 这 个 问题 . 非 线 性 抛物 型 方程 的 差分 格式 的 稳定 性 讨论 是 


异 第 复杂 的 . 如 末 在 (6. D) 式 中 的 方程 右 端 项 取 为 了 ;那么 方程 束 是 第 系数 扩 敌 方程 , 相 


应 的 差分 格式 (6. 2) 就 是 向 前 差分 格式 ,因此 稳定 性 条 件 是 4= 二 三 = 如 果 把 问题 (6. 1) 


h 
中 的 方程 取 作 
du | Ox 
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那么 相应 的 差分 格式 (6.2) 的 稳定 性 条 件 就 不 好 直接 求 出 了 ,但 我 们 使 用 非 线 性 双 曲 型 差 
分 格式 关于 线性 化 稳定 性 分 析 方 法 ,稳定 性 条 件 大 至 上 应 是 
a | us 二. 
由 此 我 们 立即 可 以 看 出 ,格式 (6.2) 稳 定性 条 件 不 但 依赖 于 步 长 而 且 还 依赖 于 婧 数值 wi ， 
进而 ,还 依赖 于 了 的 形式 . 正 因 为 如 此 ,一 般 来 说 稳定 性 限制 都 比较 严 . 所 以 很 多 情况 转 
器 用 隐 式 格式 进行 计算 . 
我 们 考虑 问题 (6. 1) 中 方程 的 Crank-Nicolson 型 格式 ,直接 写 出 格式 


utl 


。 -让 
ui Uj Es 


f {vot 二 十 坟 1)， 


本 


;| hn + op |) (6. 3) 


其 中 到 , RL Cn 十 广 )z 


利用 线性 化 稳定 性 分 析 可 以 看 出 ,差分 格式 (6.3) 是 无 条 件 稳 定 的 . 但 问题 是 求解 
必 ”的 代数 方程 组 是 非 线 性 的 .而且 在 每 个 时 间 步 上 必须 解 这 样 的 方程 组 .所 以 在 不 少 
情况 下 也 不 容易 求解 . 

从 显 式 、 隐 式 两 种 情况 的 分 析 可 以 看 到 ,求解 非 线 性 抛物 型 方程 的 确 存 在 看 一 些 线 性 
问题 中 未 碰 到 的 情况 .针对 这 些 困 难 ,提出 了 不 少 具体 的 办 法 ,究竟 采用 哪 种 办 法 ,无 一 般 
原则 可 循 ,具体 问题 要 作 具 体 分 析 . 有 时 也 菲 实践 经 验 . 现在 预测 -校正 方法 在 求解 非 线 
性 抛物 型 方程 中 受到 充分 的 重视 ,但 其 他 方法 也 是 有 特色 的 .我 们 仅 通过 例子 介绍 一 些 求 
解 的 方法 并 给 出 一 些 第 见 的 非 线 性 抛物 型 方程 的 差分 格式 . 


6.1 Richtmyer 线性 化 方法 


du 9°(wu) 四 
af gr ， (6. 4) 
米 用 加 权 隐 式 格 式 有 
nl _ ,un 
uj ui | [002 Cr +1 下 (1 i 0)6° (wi 下 | ， (6. 


其 中 0 三 9 过 1. 显然 解 这 个 差分 方程 组 必须 解 非 线性 方程 组 ,避免 求解 非 线 性 方程 组 的 一 
个 办 法 是 先 设法 对 方程 组 进行 线性 化 . 线性 化 的 方法 很 多 ,我 们 采用 Richtmyer 的 办 法 ， 
注意 到 
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eT Ful ,1 ) J 十 O(z) 


i 
= [u(x;st) | 5rLaulCxr; ts) 上 nd 十 OCr)， 
由 此 我 们 得 到 
[ux; st ))d = Lulzr;sts) + 5 Lu yt) (Cul;stsn) — ur;sta)) + Or ). 
此 式 与 (6.5) 式 结合 起 来 并 令 ww 二 ww 1 一 wi ,我们 就 得 出 差分 格式 


[ut jw — 2 Fw; 十 (人 7) 171 
一 天 [GD 和 一 20673 + G5) (6. 6) 
如 果 给 定 边界 条 件 
ro 一 2 一 友 ， zj 一 好 一 地 ， 


那么 就 可 以 用 追赶 法 进行 求解 ,然后 应 用 岂 一 好 一 一 直立 即 可 以 求 出 好 一. 
关于 格式 的 稳定 性 问题 ,我 们 仅 作 粗略 的 启示 性 分 析 ,把 方程 (6. 4) 式 改写 为 


at az azr) 


因此 可 以 把 5w 看 作 一 个 扩散 系数 ,当然 它 不 但 随 xz,t 变化 而 且 还 随 w 而 变化 . 采用 类 似 
于 “水 结 ” 系 数 的 办 法 . 可 以 看 出 稳定 性 条 件 应 该 是 


rom ] | , ] 
加 叶 ， 4 < 一 ee 
无 限制 ， 当 0 之 5 


从 这 个 例子 可 以 看 出 .稳定 性 条 件 (0<<0 一 二) 是 随 u 而 改变 的 . 在 求解 实际 问题 中 ， 
如 果 空 间 步 长 是 给 定 的 ,那么 可 以 随时 调整 时 间 步 长 使 得 稳定 性 条 件 满足 ,从 而 可 以 使 计 
算 能 顺利 地 进行 下 去 . 我 们 必须 再 次 说 明 , 上 述 得 到 的 条 件 是 粗糙 的 ,一 般 要 依赖 于 实际 
计算 取得 合适 的 时 间 步 长 . 

注意 到 方程 (6. 4) 取 日 Richtmyer 的 例子 . 其 实 的 指数 5 是 可 以 改变 的 ,更 一 般 可 
取 w ,a 为 大 于 等 于 2 的 正 整数 . 
6.2 拟 线性 扩散 方程 的 隐 式 格式 

考虑 拟 线性 扩散 方程 的 初 边 值 问题 
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2 区 | Ace | 0<z<1,t>0, 
9z\ 9x. 


Dr  : 

u(X,0) = wo (xX), Do (6.7) 
u(0,£) = uilt), i 之 0， 

本 1 a0; 


其 中 (wa) 二 0 为 扩散 系数 . 
用 显 式 格式 


tl | UO UO Wl 
其 中 
“ _ ] | [i 
Wj 一 人 《0 本 | ) ? 
来 求解 (6.7) 式 ,用 上 一 小 节 的 分 析 可 知 ,稳定 性 条 件 大 致 为 
] 


因此 ,如 来 (ww) 有 时 取 很 大 的 值 ,那么 必须 采取 很 小 的 时 间 步 长 ,显然 在 实际 计算 中 是 不 
合算 的 . 对 于 非 线性 扩散 方程 ,一般 采用 无 条 件 稳定 的 隐 式 格式 ,这 样 将 消除 了 稳定 性 对 
时 间 步 长 的 限制 . 下面 构 迄 两 种 实际 使 用 的 隐 式 格 却 


好 一 好 1 人 SO i | 
3 本 ) 一 一 一 一 一 = ) | (6. 8 ) 
和 

sl a 1 ntl mntl ntl | 
二 - 二 一 太 ad Ge) 人 IE | - (6.9) 

其 中 aj#21G) 二 a(w t+41). 例 如 可 取 
,1 
ajtl (u ) 一 3 LEG) 十 (wi |s (6.10) 
a er) =) (6.11) 

2k (ur )k(urn) 


《6. 12) 


ao) 一 


klu?) TT kur) 

我 们 对 差分 格式 (6. 8) 和 (6. 9) 进 行 一 下 比较 . 两 个 格式 的 截断 误差 都 是 O(t 十 有 )， 
利用 线性 化 稳定 性 分 析 知 两 个 格式 痢 是 无 条 件 稳 定 的 .但 它们 之 间 也 有 很 大 的 差别 . 对 差 
分 格式 (6. 8) 来 说 ,对 w?*' 是 线性 的 ,因此 相应 的 差分 方程 组 可 以 用 追赶 法 求解 . 而 差分 
格式 (6.9), 对 于 ww 来 说 是 非 线 性 的 . 因此 在 解 相应 的 差分 方程 组 时 必须 采用 迭代 法 . 
迭代 方法 可 以 采取 如 下 格式 
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一 必 = [a Ge) Ea) (6. 13) 
对 于 w+? 来 说 ,迭代 格式 (6.13) 是 线性 的 ,因此 每 次 迭代 仅 需 求解 具有 三 对 角 和 矩阵 为 系数 
的 线性 方程 组 ,这 可 用 追赶 法 容易 求 得 的 ,n 层 的 函数 值 作为 迭代 初 值 uw” = 二 wi?. 对 于 大 多 数 
有 具有 实际 意义 的 (ww) 来 说 ,迭代 是 收 钱 的 . 在 一 般 情 况 下 ,二 ,三 次 迭代 就 够 了 .使 用 格式 
(6.9) 和 (6. 13) 进 行 计算 时 ,或 是 给 定 授 代 次 数 ,或 是 给 定 迭 代 收 钙 的 精度 , 即 要 满足 条 件 


Cstly | 


CT < 6. (6. 14) 


max | uw; 
max | us 


如 果 达 到 规定 的 迭代 次 数 或 满足 (6. 14) 式 ,那么 取 局 We 

差分 格式 (6. 9) 的 缺点 是 它 需 要 的 存储 单元 比 (6. 5) 趟 多 . 这 是 因为 在 计算 w?1! 时 ， 
u? 及 u;” 都 要 存储 . 此 外 用 差分 格式 (6.9) 计 算 好 时 在 每 个 时 间 层 上 都 需要 一 定 次 数 
的 迭代 . 由 于 差分 格式 (6.9) 和 (6. 8) 都 是 无 条 件 稳 定 并 具有 相同 的 精度 ,因此 人 们 目 然 会 
想到 差分 格式 (6. 8) 比 差分 格式 (6.9) 好 . 然而 ,数值 计算 的 实践 已 经 证 明 , 在 很 多 情况 下 
差分 格式 (6.9) 的 实际 效果 是 相当 好 的 . 差分 格式 (6.9) 可 以 使 用 更 大 的 步 长 . 因而 , 它 虽 
需 迭 代 , 但 达到 与 差分 格式 (6.8) 的 同样 效果 所 需要 的 总 运算 量 比 差分 格式 (6. 8) 还 要 少 . 

我 们 知道 ,(6. 8) 式 和 (6. 9) 式 的 截断 误差 都 是 O(t 十 及), 为 了 提高 精度 ,可 以 采用 
Crank-Nicolson 型 的 格式 .这 样 处 理 后 ,其 他 过 程 不 变 , 但 提高 了 精度 ， 


6.3 三 层 格 式 
我 们 仍 考 虑 拟 线性 扩散 方程 


最 简单 的 三 层 格式 是 
wt — wy 


9 和 p20 (ku )O.u’ ky (6. 
其 中 6,wj 二 w+l 一 -4 ,在 这 个 格式 中 ,如 果 取 (wu) 二 1, 这 就 是 著名 的 Richardson 格式 ， 
已 经 证 明 这 是 一 个 不 稳定 的 差分 格式 . 因此 (6.15) 式 是 不 可 取 的 .在 常 系数 抛物 型 方程 的 
差分 方法 讨论 中 ,采用 己 信 (wr 十 w 十 w?“) 来 代替 Richardson 格式 中 的 人 tu?. 根据 这 一 
想法 来 构造 (6.7) 式 的 一 个 三 层 隐 陈 格 式 ,首先 把 (6. 15) 式 改写 为 

uu! = 2ALast (Ww) un 一 本 ) — a 4 Cu) (uy — ui)], 
其 中 aj+41 Gwe) 可 取 为 (6.10) 或 (6. 11) 或 (6. 12) 式 . 然后 把 格式 中 的 zz 和 xz 六 :分 别 


用 二 Co F1 “十 2 十 ) ,二 (好 全 十 四 十 3- ,二 (Ce a 和 1) 来 代 蔡 ,这 样 我 们 
得 到 了 
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| _ 2 a z 
uu = a4 (QH (az )[ Cour 一 2 1) 十 (zz — ws?) 


+ Can —u a iu ) CT — wd ) (6. 16) 
十 (wr C— wi) 二 Cr! — wn )])}. 
我 们 看 到 ,(6.16) 式 已 经 避免 了 解 非 线 性 方程 组 的 问题 . 对 于 差分 格式 (6.16), 可 以 证 明 
对 于 充分 小 的 t 和 有 有 
max | ww — u(xst) | cl 十 六)， 
其 中 为 一 弟 数 ,uw 和 (Zz ,1) 分 别 是 差分 方程 (6. 16) 和 微分 方程 (6.7) 的 解 . 
6.4 预 佑 -校正 方法 


前 面 讲 过 预 估 -校正 方法 .一 般 说 来 ,在 时 刻 i 已 求 出 数值 的 基础 上 由 两 步 组 成 . 第 
- 步 求 出 在 时 刻 +1 的 预 佑 值 , 其 结 末 不 十 分 精确 .第 二 步 是 校正 ,利用 的 数值 及 二 + 
的 预 信 从 用 更 精确 的 公式 来 校正 ,其 结 末 作为 ,+1 时 刻 的 最 经 数值 、 预 售 - 校 正方 法 分 两 
步 (或 多 步 ) 来 完成 一 个 时 间 步 长 内 的 计算 .整个 过 程 不 需要 解 非 线性 方程 组 并 且 精 度 较 


高 ,因此 这 种 类 型 方法 党 到 重视 . 
os 
a 
三 了 1 0) 2 + falzt Lu) Su a 中 二 下 三 lt > 0， 
ul(X0) = g(x), 让 EA 
u(0,£) = palt) ,ull,t) = p(t), Us 
其 中 fi (Tt UU) a0 >0. 
对 于 (6. 17) 式 中 方程 ,直接 应 用 Crank-Nicolson 型 格式 有 
Nintl __ ,nn 
82 C0 十 wu ) = fi [= 二 gt 本 ) | 
2 ”2 z 
(6. 18) 


十 了 马 * 十 半 ,二 十 We ) | -一 us 


其 中 a tp i = (Wt i 这 是 -个 非 线 性 差分 方程 组 , - 般 要 以 


迭代 法 求解 . 
预 估 起 


1 
= Ht 


n nn Uj UU; bb l nn 
i tz = fi1(zx; "ints ?Uj 一 “Tf (zi ?nt ?Ui ) Oru 


jh2 = ; 
2 
#4 = La (6. 19) 
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I 
— (wu ) =fi (rt, i 上 


ur — 
5 + fri tat ,Wt ) 6, (m7 os 


J = ] ,2 ,…… ,了 一】 (6., 20) 

相应 的 初始 条 件 和 边界 条 件 是 
i = 12 一 
J : (6. 21) 

us = nT), uy = p(nr). 


用 (6. 19) ,(6. 20) ,(6. 21) 式 来 求解 初 边 值 问 题 (6. 17). 公式 (6. 19) 和 (6. 20) 都 是 线性 方 
程 组 ,其 系数 矩阵 都 是 三 对 角 阵 ,用 追赶 法 解 (6. 19) 式 得 预 估 值 四 + ,j 二 1,2,… ,J 一 1. 
把 x+z 的 值 代入 (6. 20) 式 ,同样 用 追赶 法 解 之 得 好 + 一 1,2，…,J 一 1. 

也 可 以 用 


A 2 十 wi) fi (2 s+ 十 » U7 ) fn a Pe na ) 0 1 Ey 
2 


来 代 奉 预 估 公式 (6. 19). 
把 上 面 较 为 一 般 的 公式 应 用 到 Burgers 方程 


odu qu 


wv (6. 23) 
其 预 估 -校正 格式 是 
nn 方 nn 2 # 十 二 
Sw u? | Omu? 2 
z uj yy ps 
, (6. 24) 
Oy ) 
T 3 2 2 有 2 . 


此 格式 是 二 阶 精 度 并 用 二 次 追赶 法 求解 就 可 以 得 ww,j 王 1,…,J 一 1. 
下 面 考虑 为 一 形式 的 非 线 性 抛物 型 方程 


ce Es Lo eA (6. 25) 
此 方程 的 预 估 -校正 格式 可 以 取 为 


.1 | l 、 + 一 1 1 . | 
utz 一 A (XT 9 加 十 ss "Ozu ) -了 上 -一 2 (Tz "tntl aU "LO ) . (6. 20) 


0 (zs+l 十 z9) = gr; tt 0 uy+7) 
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人 ,Ut , Tp (8,279 
预 佑 -校正 格式 构造 方法 很 多 ,在 此 不 青 讨 论 了 .由 于 微分 方程 是 非 线 性 的 ,因此 差 
分 格式 的 稳定 性 和 收敛 性 讨论 比较 复 灯 .一 般 隐 式 格 式 部 是 有 良好 的 稳定 性 . Douglas 等 
已 经 证 明 ,差分 格式 (6. 19),(6. 20) 是 收敛 的 ,并 有 
| az 一 三 | 过 有 (十 六) 
对 于 (6. 26) ,(6. 27) 式 也 是 收敛 的 ,并 有 
| u(r st ) CC— ww | (z 十 帮 2 ). 


站 是 


1， 试 讨论 扩散 方程 如 一 5 必 的 差分 格式 


有 Cu | 
T JE 


的 稳定 人 性. 
2. 试 讨论 扩散 方程 到 一 5 的 差分 格式 


zz 1 一 12 | 0 I 


的 截断 误差 ,并 调整 9 使 差分 格式 为 二 阶 精度 的 . 
3. 试 调整 扩散 方程 的 差分 格式 


intl un | 
“一人 一 [96s 4 (1— 0)62u’] 


中 的 9 使 其 截断 误差 为 O(z 十 hh ). 
4. 试 讨论 扩散 方程 


的 差分 格式 


lo Sw TH ua Smutl | S207 
1 下 下 TT 十 ] tT el -Uj 十 zt | 


的 截断 误差 . 
5. 利用 有 限 体积 法 推导 扩散 方程 妈 一 5 改 的 Crank-Nicolson 格式 . 
6. 试 构造 变 系 数 抛物 型 方 各 
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9u _ 9 EW ou 
-i 元 | 0， | = al) 7 | 
的 一 个 二 阶 精 度 差分 格式 . 


7. 试 讨论 对 流 扩 散 方程 到 十 c 3 二 8 5 尾 的 差分 格式 


上 上] 及 一 ] g 吓 ]1 一 人 、 
us tl 一 us i Ui 1 一 Uj_1 Ws 8 TT (us , 十 uj ) 十 Uj_1 
Ar 2h h’ 


的 相 容 性 . 
8 试 构造 二 维 扩散 方程 3, 一 jz 十 Fz 的 Du Fort-Frankel 格式 ,并 讨论 其 稳定 性 . 


9. 试 讨论 二 维 所 了 Douglas-Rachford 格式 . 
9 Ar jy 


[1 所 jj = (1 民国 所 jw 十 邓 >w2 
二 


的 截断 误差 . 
10. 对 于 初 边 值 问题 
Ju _ eu 
ot Dz2 
和 
u(0,1) = u(l,t) =0, 1 0. 
用 回 前 差分 格式 . 回 后 差分 格式 .Crank-Nicolson 格式 以 及 Du Fort-Frankel 格式 来 求解 ， 


取 由 一 0.1,) 一 坊 为 0.1 和 0.5 进行 计算 ,并 在 1 一 0.1 时 与 准确 解 (zx,1) 一 e'sinxz 
比较 ， 


0 过 Tl1l, ~ 0; 
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本 章 主 要 讨论 Poisson 方程 边 值 问题 的 差分 方法 . 涉及 差分 格式 的 建立 ,边界 条 件 的 
处 理 以 及 差分 格式 的 收敛 性 问题 .此 外 ,也 人 简单 地 讨论 卫 双 调和 方程 的 差分 方法 以 及 特征 
值 问题 . 


1 Poisson 方程 


考虑 Poisson 方程 
a” a2 : 
Au 一 en 5 下 1 二 »Y) . (X,Yy) EC DD, C11) 


其 中 忠 是 x-y 平面 内 有 让 这 质 , 凑 壕 剧 区 4D 来 表示 ,假定 它 是 分 段 光 滑 的 曲线 所 组 
成 ,为 方便 起 见 , 先 取 D 为 矩形 区 域 
D= {(r,y) | 0=zri<a0 yb, 
其 边界 2D 是 由 4 条 直线 段 所 组 成 
9D 一 {(TX,Yy) X= 0,a,0 yy < bb; 
y= 0,0,0 二 工 世 a1. 
对 品 训 分 网 格 如 下 . 设 工 An 的 步 长 有 = 


a pA 
CHI 轴 方 回 的 步 长 &== ,那么 D 的 
图 5.1 内 部 网 格 点 (简称 为 内 点 ) 为 


D 的 边界 点 为 
oaD, -一 { (Lis ys) es ih 9 Vi — jks1i 一 二 he 
1; 一 0 -1 一 01 TyT -11. 
网 格 剂 分 见 图 5. 1. 
1.1 五 点 差分 格式 
现在 我 们 来 建立 五 点 差分 格式 . 利用 Taylor 级 数 展开 有 
证 [atri TT hsy) — 2ulms ys) ri — hyys)] 


Di; 
本 | + 二 ee (1.2) 
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其 中 必 i 一 1 二 罗 1 同样 地 


到 [u(x 9 Vi 二 下) 国 2u (Ti » Vi ) 十 1; Vi k) | 


- Ek: a4 1 at i 本 
(天 ) tra sm) av rep) | (Ls 3) 
其 中 yj-1 侍 族 » Nf2 yj 1 。 
利用 (1.2) 式 和 (1. 3) 式 可 以 得 到 (1.1) 式 的 一 个 差分 方程 


/和 和 人 

Aiai 一 一 十 一 一 一 y 

AnUs 3 2 可“ 
h k 


其 中 f; = 二 了 (zi ,yj;) ,差分 方程 (1.4) 称 为 五 点 差分 格式 ,其 节点 分 布 见 图 5. 2. 容易 看 出 ， 
差分 格式 (1.4) 的 截断 误差 是 O( 和 十 久 ) ,由 (1.4) 式 也 立即 可 以 写 出 通 近 Laplace 方程 


(1. 4) 


Au—= ou (1.5) 
WU. 一 de — * 


的 五 点 差分 格式 
ii — 2uUs TT ui | Wiitl — 2Us + wi, 
ee 下 ee 
由 于 我 们 假定 D 是 矩形 区 域 , 因 此 边界 条 件 容易 处 理 , 特 别 是 第 一 类 边界 条 件 . Poisson 
方程 的 第 一 边 值 问题 的 差分 通 近 是 

Aus = 三 

四 一 ai ， (ziyyi) E 9D,, 


其 中 xzryy) 王 aCzy)， 当 (zy)EaoDas 一 aziyyi). 


A,u 让 


二 0, (1.6) 


1 一] i i+] 


加 5.2 图 5.3 


下 面 我 们 考虑 一 个 非常 徐 单 的 数值 例子 .求解 Laplace 方程 的 第 一 边 值 问题 
Pe Js 


J9r’ 9y’ 
wzyy) = log[(l 二 zx) 二 +y],， (zx,y) € aD, 


一 0， (zyy) ED, 
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其 中 Ee 


分 格式 (1. 6) ,在 其 余 点 ， Nai ,; 取 边界 条 件 
azyy) = log[(1 十 x) 十 vy |] 
的 离散 ,最 后 我 们 得 到 线性 代数 方程 组 
4 一 1 一 1 0 了 | za al 十 as 
一 ] 4 0 —1||w os 十 ms 
-1 0 4 一 1 w+ew| 
=] < 下 4 | zs ty “| is 
解 此 方程 组 得 出 
wu = 0.634804, ws = 1.059993, ws = 0.798500， wu = 1. 169821. 


1.2 九 扣 差 分 格式 


为 了 提高 差分 格式 的 精度 ,我 们 考虑 九 点 差分 格式 ,为 推导 简单 起 见 , 我 们 令 hh 二 ， 
市 感 及 标号 er 风 图 5. ee 


&* 十 ya 一 h*A\， tn = h:%, 
Ee: 二 y= (6 +) 207 =h (A — 2%). 
色 5.4 &( 并 十 如 ) 的 Taylor 展开 可 Wi 


ul( 工 十 hh) 一 (1 二 (人 于 十 有 1 二 “jun) 
ne (TX)， 
从 而 可 以 得 出 
Ul = eluo ,zt 一 eMosuUs 一 ee = eo ,us 一 eu 等 等 . 


由 于 Poisson 方程 对 其 导 效 是 对 称 的 ,所 以 我 们 定义 下 面 的 对 称 和 
91 一 1 十 ze 十 zt 十 1 SS; 二 Us 十 Ue 十 Uz 十 Ug. 
把 wi ,ws ,… 的 表示 式 代 入 就 有 
S1 一 euo 十 erzo 十 e ao 十 e ?uo 


- [1+e+ 十 二 十 全 十 1 十 了 十 下 下 1 世 
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£2 二 £4 ya 7 ya 
t+1—é$+ -31ti+1- y+ 一 a7 二 |w t+ OO’) 
2 31 4! 2 3! 4! 


=- (2+ 台 十 二 已 6 十 2 十 平 十 证 7 jw + ORs) 


= huo 十 及 Aw 十 霹 h(A? 一 294)uo + OC ), 
同样 可 得 
Sz = huo + 2h? Auo + EACA? + 49 uo + Os). 
在 S; 和 SS; 之 间 消 去 空 ,得 


491 十 访 。 20uo I 2 A2 r 
Gh2 一 154 和 wo 十 O(n ). 


Auo, 一 
注意 到 
Auo 了 A’ uo Af. 
因此 我 们 得 到 九 点 差分 格式 


4 Fh Af. (1.7) 
由 上 面 推导 可 知 ,差分 格式 (1.7) 是 四 阶 精度 的 格式 . 
1.3 极 坐标 下 的 差分 格式 
如 膝 要 求 在 加 \ 环 、 庆 形 或 环 状 恒 形 区 域内 求解 Poisson 方程 或 Laplace 方程 时 ,采用 
极 坐 标 是 方便 的 . 此 时 Poisson 方程 可 以 写 为 
Au = 3 兴 片 去 5 一 Fr,0)， (1. 8) 


rr 9r 
其 中 三 Vr: 十 y ,tan0 一 整 个 TY 平面 映射 为 ,0 平面 上 的 半 市 形 
域 {0 生 ”二 co ,0 三 0 三 2r}. 


方程 (1. 8) 的 系数 当 r 二 0 时 具有 奇异 性 ,因此 为 了 选 8 
出 我 们 感 兴趣 的 解 , 需 补充 w 在 >=0 处 有 界 的 条 件 , 可 设 和气 


uw 满足 0 
ou , 
ee 一 0. L190) 
dr 
对 于 变量 ,0 分 别 取 等 步 长 Ar 和 A0, 令 0 
ri 二 (i 十 0. 5) Ar， i 二 00,1] 24， to ro ri r r 
RW ,PE 图 5.5 
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这 样 就 在 半 币 形 域 上 形成 了 网 格 点 (x;,0;) ,它们 在 m9 平面 上 分 布 如 图 5. 5. 
对 任 童 一 点 (7;,0;)(i 记 0)， Ne 两 公式 


1 gf au 
Ee a 2 )] ,~ ze FAT ti 全 


一 《人 TH rti)urnst) TT riu(re ss 
1 ou 1 ulris0n) — 2ul(ris0) TT ulr; "029 
| | CAO): 
我 们 就 得 通 近 (1. 8) 式 的 差分 方程 
1 rid (ri 十 rd us ri Wi 
rr LE 
1 wa uy | Ws 
ri (A0)’ 
下 面 我 们 用 有 限 体 积 法 来 推导 在 (xr。 ,0;) 的 差分 方程 ,用 rv 乘 方 程 (1. 8), 并 对 得 到 的 
方程 在 


= {(r,0) |e raAr,d 1 OK} 


| 于 


上 积分 


J 


| 小 [元 (3 + 一 Sat ee | [| rr,9)d9]dr， 


0,, 1 


9. 1 a Ar ‘Ar J 计 互 
等 式 的 左边 一 lb A dg 十 | [二 党 下 
0— -1 ar 二 六 gb 9, 1 


0 1 
-| 3 Ar Fu (Ar,0) —e Fues0) |d0 


I i 
上 | [= 90 —uU(r, Qtri1) 一 7 0 dr, 
令 s 一 0 并 利用 (1.9) 式 有 
| ,Ar ?uCAr,0)dg 十 | 工 So (rs04) -0 |ar 


一 六 i rf (7,0 d0 |dr 


对 上 述 积分 利用 中 答 形 公式 求 积 就 可 以 得 到 


2 19 {Ar ) ， 
ju (Ar,0) + Ab 十 Ar 过 | 0744 


9 Ar so ， ,Ar Ar 和 
os 有 = ar 9° Sf(Y'0) 


用 中 心 差 商 代 叔 上 面 的 微 商 , 束 得 到 在 点 (ro ,0) 的 差分 方程 
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人 i 
ArAb Hi + 2 ot He tt 一 MAY AGf,,. 


用 (Ar)?A0 除 以 上 式 有 


Ul Uo, 4 ztoitl 一 Zuo 十 Mo 
Ar Ar (Ar)’ (ADO) Jo (1.11) 


这 样 我 们 构造 出 了 通 近 (1.8) 式 的 善 分 方程 (1.10) 式 ,(1.11) 式 . 


2 ”差分 格式 的 性 质 


我 们 以 Poisson 方程 第 一 边 值 问题 的 五 点 差分 格式 
Na = fortam} ED; (2. 1) 
人 (2. 2) 
为 例 讨 论 差分 格式 的 一 些 重要 性 质 , 其 中 Di 和 9D; 为 上 节 所 定义 ， 


2.1 存在 惟一 性 问题 


首先 我 们 证 明 差 分 算 子 A; 的 极 值 原理 . 
定理 2.1 设 wj 是 定义 在 D; U3D 上 的 函数 
(1) 如 果 wj; 满足 
As 0 (Ts ED; 
则 有 


II 总 总 Ui Inax Mi; 
D， aD, 


(2) 如 果 Us 满足 
Apus 二 0， (Ti "Vi ) EC DD, . 
则 有 


mlinzi 之 minw;. 
DD, ai 


证 明 人 先 用 反 证 法 来 证 (1). 设 在 Ds 内 存在 一 点 P(rzi ,yj ) 及 一 个 弟 数 M 使 得 
u Lx ?Yj ) 一 人 并 有 AM 一 1 a ”Yi ) ED, 和 M 一 1 i 9 Vi )E€9oD, 考虑 


人 tljo Si jo 下 Mo- 十 0io ,io+1 — ZUiojo 下 Mio 


] 1 1 
pa (Ui "jo | Ui 7 一 1 ) 2 户 -二 Ui 


Che Fa 十 Wi —1sij, ) 


一 
h’ 
由 假定 > ApUi ,jo 三 0, 所 以 我 们 有 
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1 Wi +1,3 二 wi 一 1 Ui ,ji 十 1 二 wi ,一 1 
MG=wu, ,过 0 0 | "0 0 "jo | 


i 2h? 2k? 
hr” TR 


itlsjo ™ Hijo ™ Wij-l ™ Wi ,jotl 一 M. 


我 们 把 点 (zh 二 1 ?i ) 。 (Ti —1 ”Wi ) . (Ti i | ) (Ti 7 一 ] ) 中 任意 -个 点 按 上 述 证 明 可 以 
得 出 同样 结论 . 如 果 上 述 点 的 邻 点 中 也 有 边界 点 , 即 在 3D, 上 的 点 ,那么 在 这 些 点 上 同样 


有 wi 二 M, 继 续 这 个 过 程 就 可 以 推出 
us = M, (zi;y;) E D, U 9D,. 
这 就 矛盾 于 假设 Mu (zy)EaDi, 即 (1) 证 得 . 
对 于 (2) 的 证 明 ,我 们 注意 到 
max(— ui) 一 一 min zi ， 
及 
Ai (一 ui) 一 一 Ahzti。 


因此 ,如 果 满足 (2) 的 假定 ,那么 对 于 一 ui 束 满 足 (1) 的 假定 .利用 (1) 关 于 一 ui 的 结论 


束 得 (2) 关 于 wi 的 结论 . 
定理 2.2 差分 方程 边 值 问题 (2. 1) ,(2. 2) 的 解 存在 惟一 . 


证 明 为 了 证 明 差 分 方程 边 值 问题 有 惟一 解 ,只 需 证 明 相 应 的 齐 次 问题 只 有 和 雪 解 束 


可 以 了 .相应 于 (2.1) 式 ,(2.2) 式 的 齐 次 问题 是 
At = 0, (xisy;) EE Di, 
uj; = 0, (zyi) €E 9D,. 
利用 定理 2. 1 的 (1) 可 知 


由 此 推出 
ws SEO, (zyg;) ED, U aD,. 
利用 定理 2. 1 的 (2) 可 知 


由 此 推出 


i 2 (ss 《去 ，Y;) EC Lh (J dD,. 


2.2 差分 方程 解 的 收敛 性 


所 请 收敛 性 就 是 当 步 长 h,k 一 0 时 ,差分 方程 的 解 通 近 于 微分 方程 的 解 ， 
定理 2.3 设 ww 是 定义 在 D; U9D 上 的 函数 ,那么 有 


LE 


(2. 4) 
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max | wu; | max | wu; | 十 和 max | A， J 
D, aD， 2 Di 


其 中 a 为 矩形 区 域 D 的 xz 方 同 的 边 长 . 
证 明 ”我们 引进 函数 


那么 在 D; U9D 上 有 


定义 函数 zx ,us 如 下 : 

is = bw ds 
其 中 

A= max | A, wu; |. 

D, 
对 于 (zi;,y;) ED 有 
Mn = A 

应 用 定理 2.1 有 


2 
axu$ < maxus = max[+ wu, :iiax | 二 十 六 
eh | i J 0 ui 十 Ai 所 max|+ ws 十 7 上 E 


2 
i max [十 wi; ] 十 i 
hh 


由 定义 知 ,对 于 (zx;,y;)ED， 有 
和 Ui < ui. 


结合 上 面 两 式 有 


2 
a 
十 27 A- 


Wii 


2 
tu SZ max(+t wu) A < max 
3D， L 3D， 


从 而 式 (2. 5) 得 出 . 
定理 2.4 如 果 第 一 边 值 问题 
口 2 1 口 2 7 、 
5 天 十 了 2 一 fx) (zyy) ED, 


AZyV) 一 GCT y)， 人 


的 解 在 DU9D 上 有 四 阶 连续 的 偏 导数 , 则 五 点 差分 格式 (1.4) 收 敛 并 有 估计 式 


Kh +k). 


Wi 一 UT; » Yj) 


证 明 设 u(z,y) 是 (2.6) 式 之 解 ,wj 是 (2.1) 式 和 (2.2) 式 之 解 , 令 
Elu(z; » Vi ) | ne Au (zw; 9 .Vi ) Au(xT; 9 Vi ) (i Yj) C 和 


max 
D, 


145 


(2 


(2.6) 


(2.7) 
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由 假定 知 
Ar(Ziyyi) = f(xis yj;), 
因此 有 
Aiz (ziyyi) 一 王 [xziyyi) 十 fxisYy;). 
由 (2. 1) 式 减 去 此 式 得 
Ai [us — uzisy;) | =— Eurisy)], (zyi) E D,. 
注意 到 ,在 边界 9D 上 有 
Us — U(xioy;) = 0, (zyi) €E 9D,. 
现在 我 们 对 了 商 数 wi 一 u(xz;,y;) 应 用 定理 2.3, 得 到 


$max| ELu(zsy)]|. (2. 8) 


ee us — UCTis yj) | 去 


利用 Taylor 级 数 展开 有 
z / 3 ph? 9? 
zzZi 十 六 yi) 一 MTZiyyi) 士 疡 3 ,Vi ) 十 本 Fu Ts » Vj) 


D3 
二 iy)) 十 个 元 ru "He eV) 


A 
31 
其 中 |04 | 委 1. 于 是 


U(X ?YY;) 一 2 MGCZi1，yi) 9 -I 
0 一 和 zy 一 5 Fauxi 十 go )， 


jt 
其 中 |09, | 三 1. 同样 地 有 
UTio Vit1) — 2u(Tio Vi) TF urisy1) 
Ek’ 


其 中 | | 硅 1, 因 此 我 们 得 到 
bw 9 Vi ) | 一 一 Dt ? .Vi ) 一 Au (lx; » Yj;) 


2 


Cf + 0,k), 


CE 
dy Vi 12 av 4 


= 十 人 
了 吕 9y 


利用 不 等 式 (2. 8) 就 得 到 (2.7) 式 . 定理 证 毕 


3 边界 条 件 的 处 理 
我 们 仍 考虑 Poisson 方程 的 各 种 边界 条 件 的 处 理 , 先 考虑 简单 的 矩形 区 域 , 然 后 讨论 
- 般 曲 线 为 边界 的 区 域 . 
3.1 和 矩形 区 域 
假定 D,3D,3D 和 DD， 为 第 1 节 中 定义 . 
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对 于 第 一 类 边界 条 件 , 即 


UXTy) 一 wy (XYy) EdD. (3.1) 
我 们 已 讨论 过 
us =ay» (Xiyi;) E 9D,. LS 
对 于 第 三 类 边界 条 件 , 即 
村 yu 一 BCzy)， (zy) € 9D. (3. 3) 


当 7Y 二 0 时 化 为 第 二 类 边界 条 件 , 先 把 网 格 扩 元 到 Di U3D 之 外 , 即 在 D; U9D， 四 周 增 
加 一 排 节点 ,(3. 3) 式 的 离散 是 


op 十 Yrar 一 Di，0 和 过 ) 和 十 1， 


nt I ! 
+ odo = Bo,;, (3. 4) 


mn = Bn 0Zi<Itl 


Ui i, ) 
9 io0Ui,o 一 Bg 


关于 D, UaD; 之 外 的 虹 数 值 Ui,—1 ?Ui, T+2 ?Ut2,j ?9 U1, 可 以 用 内 所 的 差分 格式 在 边 界 上 成 
立 而 得 到 的 有 关 等 式 与 (3.4) 式 相应 的 式 子 来 消去 . 


3.2 一 般 区 域 


和 于 DD 是 一 般 曲线 边界 用 成 的 区 域 ,因此 不 可 能 采用 前 面 的 方法 来 构造 网 格 了 ,这 

里 采用 第 2 章 的 例子 中 所 用 的 方法 , 取 沿 zx 轴 方 向 和 y 轴 方 向 的 步 长 为 和 kk, 作 两 族 与 
坐标 轴 平 行 的 直线 ， 

Ti 一 太 ， 1 一 0, 十 1，……， 

yi 二 Jk， JJ 一 0, 十 1,…. 
两 族 直 线 的 交点 (i4,jk) 即 为 网 格 点 , 记 为 (zi; ,yj) 或 (i,7), 令 

DD = f(s | Cs EE Do Hy jn a A DL, 
属于 D; 的 点 为 内 部 网 格 点 , 即 内 点 . 令 
09D 一 {(Cziyyi) | (zyi) E DIND,. 


可 以 看 出 ,这 里 已 经 不 可 能 使 9D; 的 点 全 部 落 在 9D 上 了 .由 此 产生 了 边界 条 件 的 转 
换 ,当然 如 果 边 界 节 点 落 在 9D 上 就 不 用 转换 . 由 于 边界 条 件 从 3D 上 转换 到 3D 上 就 有 误 
差 ,我 们 总 希望 取 网 格 D; 充分 通 近 呈 . 
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先 考 虑 第 一 边界 条 件 

U(XTYy) 一 atzyy)， (Try) E99D. 
(1) 直接 转移 
若 边 界 节 点 S 正好 落 在 9D 上 , 见 医 
如 果 边 界 节点 己 不 落 在 0D 上 , 见 攻 

是 工 , 那 么 取 up 二 a(T). 

(2) 线性 插值 
例如 在 PP 点 , 见 图 5.6, 可 以 用 TT,Q 两 点 作 线 性 插值 , 设 TP= 二 6 一 k, 则 有 


5, .6, 我 们 设 与 P 最 靠近 的 9D 与 网 格 线 的 交点 


MP =- sD +). 


下 面 我 们 讨论 第 三 类 边界 条 件 ( 第 二 类 边界 条 件 是 其 特例 ,不 做 特别 讨论 )， 
5 十 Wo= Rr)y (ry) € 3D. 
为 方便 起 见 ,我 们 来 用 正方 形 网 格 , 即 二. 
(1) 边界 市 点 PP 在 9D 上 . 
如 果 外 法 线 与 坐标 轴 平 行 ,例如 


汪 本 “ 
a9n on 9y 
对 此 我 们 可 取 
全 十 YXCP)u(CP) = BP). 


图 5.6 图 5.7 图 5.8 


如 果 外 法 线 不 与 坐标 轴 平 行 ,情况 就 比较 复杂 ( 见 图 5.9) ,注意 到 
qu(P) _ ou 


一 COS(Nn, 茎 ) 十 Scos(n, Yy) 
本 二 
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因此 边界 条 件 的 离散 是 
uP)— wo ul(P)—u(lR) 
co 一 一 一 一 一 一 


st 十 了 


cosQs + Y(P)u(P) 一 BCOP). 


(2) 边界 节点 不 在 9D 上 . 


图 5.9 图 5.10 


设 已 是 一 个 边界 节点 ,但 不 在 9D 上 ,过 PP 点 作 9D 的 外 法 线 交 9D 于 QQ, 而 交 内 部 网 
格 线 SR 于 工 ( 见 图 5.10). 令 
ST=6h, TR=6h, PT=6h, 


其 中 十 6 一 1,1<6,<Y3. 在 Q 处 外 法 向 导数 了 近似 地 取 为 


二 一 二 十 X(CQ)x(CQ) = PCQ)， 
Oh 
或 者 可 以 写成 
us 
0, | 0 十 


4 变 系 数 方程 


我 们 考虑 变 系 数 椭圆 型 方程 
六 ac) 和 上 也 (oz ne = f(xy), (Try) E D, (4.1) 
其 中 a(zTsy)>0,b(z,y)>>0,c(z,y) 二 0, 取 第 -类 边界 条 件 


U(XYy) 一 aryy)， (zy) EoD. (4.2) 


| 7Y(Q ul(Q) = BQ). 


我 们 假定 
全 
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4.1 直接 差分 方法 
对 于 方程 (4. 1) 我 们 可 以 用 差 商 来 通 近 微 商 ,直接 可 以 得 到 相应 的 差分 方程 . 
10. (agd su ) + zd (bydyus) Eg a 
边界 条 件 的 离散 是 
# Qs» (zisyi) EoD,. (4. 4) 
4.2 ”有限 体积 法 


对 于 形 如 (4. 1) 式 这 样 的 微分 方程 ,推导 差分 格式 的 方法 “全 
通常 还 有 有 限 体积 法 . 这 个 方法 前 面 多 次 用 过 , 它 具 有 一 定 的 
好 处 ,如 系数 有 间断 , 步 长 不 等 距 等 情况 较 容 易 处 理 , 而 且 得 :一 
到 的 差分 方程 将 更 好 地 保持 了 微分 方程 (4. 1) 的 一 些 特性 . 
设 PCziyyi) 为 有 的 内 点 ,其 四 个 邻 点 是 Qi CCzi+lyy)， 


要 
Q: (ziyi+)QasCziyyQCziy-1) ;用 N; 表示 PQ; 的 中 1 一 ] 1 十 ] 
点 ,一 1,2,3,4, 见 图 5.11, 在 有 阴影 区 域 D;,; 上 对 方程 (4. 1) 图 5 11 


进行 积分 . 
9 | 、9 yi | 、dgr 、qu, 
| > Ce 2 jdrdy 上 区 :2) 了 (CH 于 3) 一 CT 二 3) Fre 3 | dy 
D. ， I 
利用 中 梯形 公式 有 


| (ey 2 jdzdy = al » Yj ) 5 (Za Ni) 一 GZ 9) Jr Ti 3) |k, 


DD.. 


类 似 地 有 


oof, 、D 9 . a 9 ， 
| (Cy) 3 J ardy > [2 > Yi 二 ) Be (T; 9 Yt 一 已 (zi 1 ) a (XT 7 二) | 


nm.. 


此 外 有 


| (xT,y)udrdy ~ Cl » Vi ju (Tt: 9 .Vi ) PR 


D. 


| fC, yardy 全 大工 yi )hk. 


利用 上 面 的 4 个 积分 近似 式 并 用 差 商 代替 近似 式 中 出 现 的 偏 导数 ,我们 就 得 到 (4. 1) 式 的 


1] 加 | 
pz [Gat i, Cer Ui ) Qi3 i (Us il, ) | 
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十 二 [0;,;+3 (i,jH1 Ui 一 bi,;_4 (us ~ Wi,j—l ) Icayus = fs; (4.5) 


两 种 方法 得 到 的 差分 格式 (4.3) 和 (4.5) 是 一 致 的 ,而 且 如 果 a,b 为 第 数 ,c 为 去 ,那么 这 
一 方 的 差分 格式 就 化 为 前 面 讨论 过 的 五 点 格式 . 


5 双 调 和 方程 


作为 高 阶 椭圆 型 方程 的 例子 ,考虑 双 调 和 方程 的 边 值 问题 


94 ut ot uw a wu 
Au= t+: 下 大 二 生生 二 二 (zy) ED, (5. ]) 


gt -ss : 

为 方便 起 见 , 设 了 DD 为 单位 正方 形 ,D== {(x,y)10 二 x 过 1,0 二 y 二 1}. 我 们 采用 正方 形 网 
格 , 即 4 一 1 一 六 ,D 和 9D; 如 前 . 双 调 和 方程 (5. 1) 的 差分 格式 是 容易 建立 的 ,直接 写 
出 有 

] 到 ] 

dr uy + dr Oy us + jady us 一 0， (5. 4) 
其 中 = 总 ( 达 ) ,0 一 吕 ( 人 六). 下面 把 (5.4) 式 写成 更 详细 的 形式 

ZO0us 8 (Ui ls SE Wil1,j 十 Ui, j+1 十 Ui, j—1 二 2 (Ui 1,j+1 二 Uit1,j—1 Wil1,j+1 四 Ui—1,j—1 ) 


TT ans us Tuas tits = 0 ks 5 
这 是 一 个 13 点 差分 方程 ,其 节点 分 布 见 图 5. 12. 


我 们 注意 到 使 用 差分 方程 (5. 4)( 或 (5.5) 式 ) 时 , 它 包 含 了 x+ 和 ui， 这样 对 于 
某 些 内 点 来 说 就 要 使 用 区 域 DU39D 之 外 的 点 上 的 函数 值 . 这 当然 是 不 允许 的 . 为 补救 
这 种 情况 ,只 能 用 边界 条 件 的 离散 来 消去 wrz,; 和 ,jz+2 ,我 们 以 h 一 地 为 例 来 说 明 如 何 
用 边界 条 件 的 离散 来 处 理 这 种 情况 ,假定 节点 分 布 如 图 5. 13. 在 Pi 点 建立 差分 方 


程 , 有 
pk 


十 U3,2 十 于 一 1,2 ~ Ul],4 十 型 1 .0 一 0, (5, 6) 
可 以 看 出 ,wu-_i,s 已 经 出 了 求解 区 域 了 ,边界 条 件 处 理 如 下 ,由 条 件 (5.2) 有 
Uo,1 一 fo Uo,z 一 fo,zs» Uo,3 一 fo,3» U0 = f1,0. (5.7) 


对 于 条 件 (5. 3) ,在 边 xXx==0 上 有 一 一 了 因此 有 
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1+2 ?7 9 9 
| 1 
+] 
J 
/1 
产 2 
1 一 2 i—] i i+] i+2 


把 (5.6) 和 (5.7) 及 (5. 8) 式 结合 起 来 有 
21us — 8(mss | Wi3 TT W111) 2 ws3 + Ws,1) TT was + wi.a 
= 8fo0,2 — 2(fo3 tt fo1) — fi,o — Zhgo,. 
对 其 他 靠近 边界 的 内 点 可 作 同 样 处 理 . 
对 于 双 调 和 方程 也 可 以 提 如 下 的 边界 条 件 
w= (rs (Try) EE 9D, 
[a 一 了 (yj (Ty) EE 9D. 
处 理 方 法 同 前 面 , 所 以 不 再 详细 讨论 了 . 


6 特征 值 问 题 


Laplace 算 子 A 的 特征 值 问 题 是 求 
“Be= ls A EE Ds 


(5. 8) 


(5 


(5 2 


(5. 10) 


Eos 1 
(6. 2) 


的 非 零 解 ( 特 征 函 数 w) 及 参数 (特征 值 A). 当然 边界 条 件 (6.2) 还 可 以 换 成 第 二 ,三 类 的 齐 


次 边界 条 件 . 
我 们 仍 假 定 D 为 单位 正方 形 
= (N09) 10 2 计 10< yO 1 
取 网 格 也 为 正方 形 网 格 ,一 /一 六 ,这 样 我 们 可 以 得 到 D, 及 9D，， 
容易 证 明 , 困 数 
tv 一 Sinpnzsingny (pg 一 1， 2，…) 
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是 与 特征 值 
lp (b= la) 
相对 应 的 (6.1) 式 和 (6. 2) 式 的 特征 函数 ,本 节 中 我 们 用 差分 方法 来 求解 (6. 1) 式 和 
(6.2) 式 . 
采用 简单 的 五 点 差分 格式 
Ui 十 zy 十 2 十 二 十 (一 4)2 一 0， 
(xisy;) E Di, ij 一 0,1…,N 一 1， (6. 3) 
ji 一 0，(CzZiyyi) E 9D,, 
Re 
容易 看 出 ,(6. 3) 式 可 以 进行 分 离 变量 日 有 解 ， 


Ti 
uf? = sin PT!sin 9 qT 


N | 
(6. 4) 


p 一 一 六 ES 并 pg == Tds"*ydN 一 1 


注意 到 微分 问题 有 无 限 多 个 特征 值 , 而 相应 的 差分 问题 仅 有 (CN 一 1)? 个 特征 值 .一 般 
它们 通 近 微分 问题 中 那些 最 小 的 特征 值 .利用 Taylor 级 数 展开 有 
hs = hps + OC ). 
微分 问题 的 前 五 个 特征 值 ( 不 计 重 数 ) 与 当 N= 二 10 时 差分 问题 的 特征 值 比较 见 表 5. 1. 可 
以 看 出 ,最 小 的 特征 值 通 近 比较 好 ,而 物理 上 具有 意义 的 正 是 这 个 最 小 的 特征 值 , 因 此 这 
样 的 近似 求解 是 有 价值 的 . 


表 5.1 
入 入 
19. 739 19. 577 
49. 348 47. 985 
78. 957 76. 393 
128. 305 120. 640 
177. 653 164. 886 


站 起 


1. 用 五 点 差分 格式 求解 Poisson 方程 的 边 值 问题 
(0 人 
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其 中 D== {f(x,y)||z| ,ly 一 1. 

(1) 用 正方 形 网 格 (王妃 列 出 相应 的 差分 方程 ; 

(2) 对 h 一 1,h 一 元 分 别 求解 

2. 列 出 用 五 点 差分 格式 求解 Laplace 方程 的 第 三 边 值 问题 
Axn = 0， 0 二 Xsy 三 1， 
us 一 人 一 1 十 y， 下 一 0,0 和 过 扫 1， 
tr 十 一 2 一 T=1,0 夺 y 夺 1， 
Ol1—xs Y= 二 00 x. 1, 
uy 十 Ww 二 一 2 十 xX， yy 二 1,0 夺 TX 夺 1 


(4 一 k 一 却 ) 的 线性 代数 方程 组 . 


3. 试 求 出 解 Poisson 方程 一 Au 二 了 (x,y) 的 差分 格式 
— (whl TT tipy@i TT Win TT Wi, — us) = 2h’ fi; 
的 截断 误差 . 
4. 在 DD 二 {(zx,y)10 达 xX,y 三 1} 上 给 出 边 值 问题 


Vn ,Se 


$4 

| 和 Us 
dy | ,=1 

ou a 


==0 


取 = 地 ,试用 五 点 差分 格式 求 此 问题 的 数值 解 
5. 用 柱 坐 标 表 示 的 Poisson 方程 的 形式 为 


19/ our 1] du ， 921 z 
2 六 (7 兴 钱 吉 ee se f(r,p,z), 


其 中 = VZTTy7,tang 一 之, 试 写 出 帝 近 上 述 方程 的 一 个 差分 格式 ， 


T 
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人 们 常用 微分 方程 来 描述 日 然 界 的 一 些 物 理 现 象 ,例如 以 上 各 革 讨 论 过 的 一 些 典 型 
的 偏 微 分 方程 . 差分 方法 的 离散 化 就 是 直接 基于 这 些微 分 方程 的 .但 是 在 很 多 情况 下 , 描 
述 同 一 个 物理 过 程 或 现象 ,也 可 以 有 不 同 的 形式 .例如 从 物理 上 的 守恒 定律 出 发 可 以 导出 
变 分 原理 . 虽然 变 分 问题 与 微分 方程 定 解 问题 在 某 种 意义 下 等 价 , 但 是 分 别 由 它们 导出 的 
计算 方法 有 时 是 不 等 效 的 ,由 变 分 原理 出 发 会 更 真实 地 反映 物理 的 现实 ,具有 更 多 的 优 
点 .有 限 元 方法 就 是 基于 变 分 原理 的 一 种 离散 计算 方法 . 

在 本 草 ,我 们 要 介绍 数学 物理 方程 基本 的 变 分 原理 以 及 近似 计算 的 一 般 原 则 ,为 下 
草 的 有 限 元 计算 方法 作 准 备 . 


1 变 分 问题 介绍 


1.1 上 古典 变 分 问题 


变 分 方法 有 比较 悠久 的 历史 , 它 的 发 展 和 力学 .物理 学 等 学 科 的 发 展 有 很 密切 的 关 
系 . 下面 介绍 几 个 古典 变 分 问题 的 例子 . 

例 1. 1( 最 速 降 线 问题 ) 这 是 Bernoulli 1696 年 提出 的 问 
题 . 如 图 6.1, 设 点 A(0,0) 和 B(xzi ,yi) 不 同 在 一 条 与 y 轴 平 行 
的 直线 上 . 有 一 质点 受 重 力作 用 从 A 到 B 沿 曲 线路 径 目 由 下 p(x, y) 
清 , 求 质点 下 降 最 快 的 路 径 . 问题 中 不 考虑 摩擦 阻力 . 

下 降 最 快 即 所 需 时 间 最 短 ,我 们 先 写 出 从 A 到 B 沿 任 一 i 
光滑 曲线 


14(0, 0) 


i: y= y(X), 0 三 TEA 
下 滑 所 需 时 间 . 设 从 A 点 至 曲线 上 任意 一 点 P(z,y), 达 到 了 图 6.1 


速率 "一 中 ,质点 质量 为 m. 到 达 了 点 时 失去 的 势能 为 mgy ,得 到 的 动能 为 了 ww ,根据 能 
量 守恒 原理 有 


这 可 与 成 
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dt 一 Eee 
287y 


所 以 ,从 A 沿 !Z 下 滑 至 吾 所 需 时 间 为 


Zz 2 
T= | d=| sn wh i CT 
0 LEY 


式 中 的 工 是 一 个 包含 函数 y= 二 y(z) 的 积分 式 . 当 y 在 某 一 个 函数 集合 KK 中 取 定 一 个 函数 
时 ,从 (1.1) 式 就 得 到 一 个 确定 的 实数 值 T. 也 就 是 (1. 1) 式 确定 了 函数 集合 K 到 实数 集 
R 的 一 个 映射 . 我 们 称 本 是 K 上 的 一 个 泛 函 , 记 成 
To) = 站 dx. 

问题 中 的 函数 集合 KK 应 该 怎样 确定 呢 ? 显 然 ,函数 对 应 的 曲线 应 该 是 光滑 的 ,而 且 

端点 在 A 和 B 点 .所 以 取 为 
K={y|yE€EC[O,xr], y(0) =0, yx) = yi}. 

这 样 ,最 速 降 线 问题 就 表示 为 


或 者 


[we VyE 天 . 
或 写成 
求 y。E K， 使 得 加 
四 (1. 3) 
Pe ) = minT (y). 
yEK 


最 速 降 线 问题 (1. 2)( 或 (1. 3)) 了 驶 是 一 个 在 图 数 集 合 天 中 求 沁 图 极 小 值 的 问题 . 

例 1. 2( 最 小 曲面 问题 ) 如 图 6.2, 设 x,y 平面 上 有 开 区 
域 0 ,其 边界 为 092, 在 2 上 给 定 条 件 xlao=pCzyy), 其 中 
p(zyy) 是 2 上 的 已 和 函数 . 这 样 就 给 出 了 三 维 空间 中 的 一 条 
封闭 曲线 C ,最 小 曲面 问题 就 是 求 张 紧 在 曲线 C 的 曲面 中 ,其 
面积 最 小 的 曲面 . 

记 Q 一 QU30, 设 曲面 的 方程 写成 

u=u(xsy), (zy) EQ. 

图 6.2 对 应 x 的 曲面 面积 为 


+( 苇 ) dzdy， (1.4) 


u 所 属 的 集合 应 取 为 
R= {leEC On lw = 下 元 yy) 
这 样 ,S 就 是 K 上 确定 的 一 个 沁 困 . 最 小 曲面 问题 可 以 写成 下 面 的 求 记 国 极 小 值 的 问题 : 
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Pi 和 0 
[IS(u) 夺 SS(u), VuE 天. 
例 1.3( 等 周 问题 ) 在 长 度 为 一 定 的 所 有 平面 光滑 封闭 曲线 中 , 求 所 围 面积 为 最 大 
的 曲线 (图 6. 3). 


设 曲 线 方程 为 
[ 一 rT(s), 


i I 7 
Ys 


有 日 满足 zx(s1) 二 x(ss),y(si1) 二 vy(ss). 等 周 问题 是 在 条 件 


下 ,在 函数 集合 
【二 | wy EC La la my = Ym) 


中 求 出 使 
< dy 
sap = 小 (时 -和 ja 
最 大 的 图 数 z(s),y(s). 


所 谓 变 分 问题 ,就 是 像 以 上 例子 那样 在 一 个 函数 集合 中 求 认 图 的 极 小 或 极 大 的 问题 . 
以 上 例子 中 ,函数 集合 可 以 是 一 个 一 元 图 数 ( 例 1. 1) 或 一 个 多 元 图 数 ( 例 1.2) 的 集合 . 
也 可 以 是 多 个 一 元 或 多 元 图 数 的 集合 ( 例 1.3). 可 以 是 一 般 的 极 值 问题 ,也 可 以 是 条 件 极 
值 的 问题 ( 例 1. 3). 函数 集合 根据 问题 的 提 法 取 不 同 的 函数 集合 . 下面 我 们 可 以 看 到 ， 
这 些 变 分 问题 和 微分 方程 的 定 解 问题 以 及 特征 值 问题 联系 起 来 . 
1.2 ” 变 分 问题 解 的 必要 条 件 
这 里 给 出 变 分 问题 解 的 一 个 必要 条 件 一 Euler 方程 . 首先 引入 变 分 法 的 基本 引 
理 . 记 
Cilab|l|(= {vi|vEC labl,va) = 0,v(6b) = 0}. 
引 理 1. 1( 变 分 法 的 基本 5 引 理 ) 设 w€ECla,b5], 且 
| (x)v(r)drt 一 0， VvE Cla,bj, 
则 有 w(x) 三 0 (a 硅 zx 二 6). 
证 ”用 反 证 法 , 设 有 5E (a,6) ,使 u( 自 关 0, 不 妨 设 u( 各 记 0. 由 的 连续 性 ,存在 & 的 
-个 邻 域 (& ss )C (a 人) ,在 | 名 ,| 上 有 t( 工 ) 全 0， 取 明 数 
0， 人 TT & 9 
0U， 6&2 ww = b. 
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b $2 网 
| u(rT)vu(T) dr = | 本 
三 | 


这 与 假设 条 件 族 盾 , 所 以 在 La,bj 有 u(x) 寺 0. 

引 理 中 的 条 件 v€E CiLa ,oj 特 改 为 vEC3La ,0 ,结论 仍然 成 立 ,其 中 

Clasb] = {v|vECLab], vA) =v (6) =0, k=0,1,.…,n—1}. 
它 的 证 明 只 要 将 (1.6) 式 中 wz) 的 表达 式 的 攻 指 数 2 改 为 n 十 1 或 n 十 2 即 可 .同时 , 引 理 
还 可 以 推广 到 二 维 或 三 维 的 情形 ,我 们 在 后 面 要 用 到 ,请 读者 日 行 叙 述 和 证 明 . 

下 面 我 们 讨论 最 简单 的 变 分 问题 ,推导 其 解 满足 的 必要 条 件 . 考虑 图 数 集合 

K 一 {fylyECLa,o]， ya) = ys Jy0) = yw}. (1.7) 

这 是 一 个 对 应 两 端 固定 的 光滑 曲线 的 函数 集合 ,其 中 wx 和 ys 是 确定 的 数 . 考虑 与 y 和、 
有 关 的 这 图 


J = | F(x,y,y )dz， C1 By 


其 中 下 为 对 各 日 变量 的 人 惫 导数 均 连 续 的 函数 .讨论 
变 分 问题 (1 ): 求 y EK, 使 得 J(y) 三 J(w), VwEKk. 

显然 , 例 1.1 就 属 此 类 问题 . 

设 y 是 变 分 问题 ( 工 ) 的 解 , 则 yE 天 .对 一 切 7E GiLa,bj; 因 vy(a) 二 m7(5) 二 0, 有 
y 十 anE KK ,其 中 任意 实数 aER. 因 vy 是 使 J(y) 达 到 极 小 的 函数 ,所 以 有 

J(y) J(yTan), VaE€ER. (1.9) 
把 J(y 十 an) 看 成 a 的 一 元 图 数 , 记 
pla) =J(y 二 Tay) = |F (工人 工 ) an(z),y (7) 十 ae7 (xz) ) dz. 

把 函数 g(a) 在 a 二 0 的 一 阶 导数 值 称 为 泛 图 了 了 的 一 阶 变 分 , 记 为 6J. 如 果 再 设 yE 
C2(a ,5) ,有 


于 (faFECzyy)》 ,9F(z,y,y) ) 
0 =|( i 7 十 元 7 jd 


由 (1. 9) 式 可 推出 ee VaER .也 就 是 说 g(a) 在 a=0 达到 极 小 .根据 一 元 
滑 数 极 值 的 必要 条 件 , 有 


ef9F dF / \ 员 


发 9 9y 
积分 式 中 第 二 项 经 过 人 并 注意 y(a) 二 (5b) 一 0, 可 得 到 
d (aF 加 
| [7 -i jj =0, V7E Cola,b). (1. 10) 


根据 变 分 法 的 基本 引 理 , 得 到 
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aF dfaF 
天 £2( =- 0. (1.11) 


这 就 是 函数 y 在 集合 天 内 使 沁 函 J(y) 达 到 极 小 的 必要 条 件 , 通 常 称 为 Euler 方程 . 至 于 
一 般 的 沁 限 极 值 的 元 分 条 件 ,我 们 不 在 这 里 讨论 . 
例 1.4 设 天 仍 如 (1.7) 式 所 示 , 且 
J(y) = 1| [zc 全 2] tq(z)y —2f(7)y|dz, 
求 Jy) 在 天 的 极 值 .如 果 取 到 极 值 的 图 数 vyEC La,51|, 则 满足 的 Euler 方程 为 
d[，v 、dy A 
— [2?) qz | a)y f(r) 一 0， 

在 例 1.4 中 ,F(z,y,y ) 式 中 头 两 项 是 及 yy 的 平方 项 ,我 们 称 这 种 形式 的 泛 晴 J(y) 
为 二 次 泛 函 . 从 这 个 例子 可 以 看 到 二 次 泛 图 对 应 的 Euler 方程 是 一 个 线性 的 微分 方程 ,加 
上 边界 条 件 (oa) 王 wy(Co) 一 构成 一 个 定 解 问题 . 如 果 是 例 1.1 那样 的 沁 函 ,对 应 的 
Euler 方程 是 一 个 比较 复 灯 的 非 线 性 方程 . 

以 上 讨论 的 变 分 问题 中 ,函数 集合 KK 的 函数 是 两 端 固 定 的 情形 . 如 果 我 们 把 天 换 
成 为 


= fy|yE€ECla,b]l, yla) = y,}, (1. 12) 
也 就 是 y 只 在 左 端 点 国定 ,而 在 右 端点 没有 限制 我 们 可 以 同样 求 沁 函 (1.8) 式 的 极 小 . 
即 讨论 
变 分 问题 (下 ): 求 yE€ Ki, 使 得 J(y) 三 J(w),， VwE€E Ki. 
在 解 的 必要 条 件 推导 过 程 中 ,我 们 规定 


nr€E {vlvEClabl, va) = 0}), (] 13) 

类 似 的 推导 得 到 
[5 一 起 (加 | z+ [7],, =° (1.14) 
= 至 a=0 dy dz ay |7dz [7ay | Vs Wl he 王 ， 


这 个 式 子 对 一 切 满足 (1. ee pe 当然 ,对 一 切 7E CoLa,bj] 也 成 立 . 这 样 我 们 又 得 
到 (1. 10) 式 ,同样 导出 Euler 方程 (1. 11). 将 它 代 回 (1.14) 式 ,有 


9 
[753 7] 一 0， VnE {fv|vE€ECLa,b], v(a) = 01}. 


由 于 n(b) 的 任意 性 ,可 得 到 

oF 

ay | 2 
(1. 15) 式 是 在 右 端点 x 二 5 上 的 边界 条 件 . 它 不 是 像 在 左 端点 的 y(Ca)= 一 > 那样 预先 规定 
的 条 件 ,而 是 J(Cy) 极 值 图 数目 然 满 足 的 边界 条 件 . 它 和 Euler 方程 都 是 变 分 问题 (于 ) 解 
的 必要 条 件 . 这 种 条 件 称 为 自然 边界 条 件 . 我 们 导出 了 变 分 问题 ([) 的 解 y 满足 定 解 


二 0, (1. 15) 
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问题 
~ 4 (BE 
oF 


= 放风 


yla) Ye? DA r=。 

如 果 将 变 分 问题 CT) 应 用 到 例 1.4 的 二 次 泛 困 JJCv) ,我 们 得 到 (1. 15) 式 为 
/dy 加 
[Pz) gz |, | MW 


如 果 规 定 p(z) 宇 po 之 0Ca 过 x<5) ,在 x 一 b 的 自然 边界 条 件 就 是 入 | ”一 0, 这 是 第 二 类 


的 边界 条 件 . 
我 们 讨论 了 最 简单 的 情形 ,其 中 J(y) 是 用 (1. 8) 式 表示 的 这 图. 如 果 我 们 考虑 依赖 于 
多 个 函数 的 沁 孜 
J (yi 9 > — | FCO,y, + Vn} y 1 ,dr， 
其 中 
(yy ET ECLa:5lyva) = yi sy 60) 一 一 工 … nl}. 
或 者 是 依赖 于 高 阶 导数 的 沁 函 ,例如 
J (y) 二 | Fesyy sy) dz, 


其 中 
yEfylyECLa'oly(a) = yy) 一 Wiy (a) = yasy (b) = yl. 
也 可 以 考虑 依赖 于 多 元 函数 的 沁 阴 ,例如 
(nu) = Jc ys sd) drdy, 


其 中 函数 
u = ursy) €E {ulu E CM) ,ul an = px,y)}. 
对 应 于 这 些 情形 ,都 可 以 分 别 讨论 其 极 值 必 要 条 件 , 即 Euler 方程. 留 给 读者 练习 ， 


1.3 配 中 的 变 分 问题 


我 们 要 回顾 多 元 二 次 函数 极 值 问题 的 一 些 性质 , 并 且 和 线性 代数 方程 组 联系 起 来 , 作 
为 讨论 数学 物理 变 分 问题 的 一 些 准备 . 

设 向 量 x 二 (zi ,… ,Xi)' ER, 算 阵 A 二 [as ] ER*", 并 设 det4 关 0, 方 程 组 hx 一 六 有 
惟一 解 , 其 中 已 知 的 向 量 bE R. 我们 考虑 下 面 的 几 个 命题 . 

命题 1.1 xERR, 满 足 Ax 一 b= 二 0. 

命题 1.2 (Ax—b,y)=0, VyEKR:. 
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显然 ,如 果 命 题 1. 1 成 立 , 则 命题 1. 2 成 立 , 反 之 , 夺 命 朋 1. 2 成 立 , 令 y 二 ei,i 一 
1,…,7, 即 y 取 各 坐标 轴 上 的 单位 向 量 , 则 可 推出 Ax 一 b 二 0. 所 以 命题 1. 1 和 命题 1. 2 是 
相互 等 价 的 命题 . 

考虑 以 x 为 自 变量 的 二 次 函数 

J = 5 Pasziz, 一 > Di 


1 
写成 矩阵 形式 为 

本 (Ax NE 
现在 设 A 对 称 , 有 (Ax,y) 二 (Ay,x). 对 于 aE 及 有 


FE 一 六 Chx le Lo “hs 


人 
=J(x) +a(Ax—b,y)+ DRY a 


其 中 用 到 了 A 的 对 称 性 . 我 们 考虑 下 面 的 变 分 问题 

命题 1.3 xE€E 民 使 得 J (x) 夺 J(y),， Vy€ER'. 

显然 , 硅 命 是 1.3 成 立 , 即 x 使 J (x) 达 到 极 小 , 则 a 的 函数 g(a) 二 J(x 十 ay) 在 a 二 0 
取 到 极 小 值 ,此 时 有 


| 
da 


由 此 得 到 
(Ax—b,y)=0, VyE€ 下， 
也 就 是 命题 1. 2 成 立 . 
进一步 , 设 4 对 称 正 定 , 即 (4x,z) 二 0,YVx 天 0. 如 果 命 题 1. 2 成 立 ,就 有 


2 
J(x+ay) = J(x) 十 可 (47 1)，VyE 卫 ,aaE 肥 ， 


如 果 令 a 二 1,w 二 x 十 y, 就 有 
J(x) Jw), VwE RR, 
也 就 是 命题 1. 3 成 立 . 以 上 我 们 分 析 了 若 A 对 称 则 命题 1. 3 可 推出 命题 1. 2, 如 果 A 对 称 
正定 , 则 命题 1.2 可 推出 命题 1. 3. 但 不 论 4 是 否 对 称 ,命题 1. 1 和 命题 1. 2 总 是 等 价 的 . 
如 果 4 对 称 正 定 , 则 3 个 命题 都 是 等 价 的 . 
关于 惩 阵 的 特征 值 问 题 , 即 求 数 和 非 零 问 量 xE 杰 ,满足 
Ax = Ax. 
它 也 有 对 应 的 变 分 问题 . 可 以 证 明 ,如果 A 对 称 正定 , 则 A 的 特征 值 是 实 的 ,满足 
0 
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x 是 对 应 4; 的 特征 向 量 .定义 关于 A 的 Rayleigh 商 为 
(大 天) 


R(x) 的 最 大 、 最 小 值 对 应 4 的 最 大 、 最 小 特征 值 . 
和 = RO) 一 maxR(x), 


R(X) = KEL， x 天. 


其 他 的 特征 值 (k 二 1) 

人 一 = INMax R(x). 

天 天 灿 
CX] sr¥) 一 … 一 (KE 一 0 

A = 上 (2 = min (x). 
从 上 面 结 论 可 以 看 到 ,最 大 特征 值 4 可 以 看 成 条 件 (x,x) 二 1 下 求 (4x,x) 极 值 的 条 件 极 
值 问 题 的 解 . 求 出 Ai 及 | 后 ,As 可 以 看 成 条 件 (x,x) 一 ] 和 (2 :YX) 一 0 下 求 (Ax,x) 极 值 
的 条 件 极 值 问题 的 解 . 


2 一 维 数学 物理 问题 的 变 分 问题 


本 市 我 们 讨论 与 党 微分 方程 两 点 边 值 问 题 有 关 的 变 分 问题 . 
在 第 1 草 我 们 提 到 弦 振 动 方程 ,如 条目 由 项 下 及 边界 条 件 午 与 时 间 无 天, 就 得 到 征 
稼 的 弦 平 衡 方程 ,位 移 w(x)(0 夺 zx 硅 1) 满 足 


12 
ye 9 二 -一 了 二 十》 


其 中 人 是 纺 的 张力 ,FCz) 是 在 二 处 垂直 方向 的 外 力 密度 , 即 单位 长 度 纺 所 受 的 外 力 . 
在 力学 有 所 谓 的 “最 小 势能 原理 ”, 如 果 弦 满足 固定 或 自由 的 边界 条 件 ( 例如 ,在 工 一 / 


处 4 一 0 或 狂 一 0) , 弦 的 总 势能 是 


(wu) = 工 | [全 ) 一 2uf | dz 


如 果 是 第 三 类 边界 条 件 , 例 如 在 z=/ 处 全 十 au 一 0 , 即 边 界 有 弹性 支承 的 情形 ,还 要 考虑 


支承 对 势能 的 贡献 . 最 小 势能 原理 指出 处 于 平衡 位 置 的 u(x) 一 定 使 JCx) 达 到 最 小 , 显然 
这 就 是 一 个 变 分 问题 . 同时 力学 也 有 所 谓 的 “ 虚 功 原理 ”, 即 平衡 位 置 w(x) 对 任意 满足 齐 
次 边界 约束 条 件 的 虚 位 移 ,惯性 力 和 外 力 所 做 功 之 和 为 零 ,这 是 另外 一 种 形式 的 变 分 问 
题 . 下 面 我 们 要 对 更 一 般 的 目 伴 型 二 阶 微分 方程 的 边 值 问题 讨论 这 两 种 变 分 问题 和 边 值 
问题 的 关系 ， 
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2. 1 两 点 边 边 值 问题 的 变 分 形式 
在 La,b5] 上 考虑 较 一 般 的 二 阶 自 伴 微 分 算 子 L, 其 定义 为 
Lu =— 4 Ep § tau, (2.1) 


其 中 pEC La:pj,pCzr) 之 加 一 0oECLa poor) 全 0. 设 fECLa;5j, 对 于 方程 Lu== 玫 ， 
再 加 上 两 庙 边 界 条 件 ,就 得 微分 方程 的 一 个 两 点 边 值 问题 .在 这 里 我 们 先 以 左 端 点 为 第 一 
类 齐 次 边界 条 件 , 布 端点 为 第 二 类 齐 次 边界 条 件 为 例 , 提 出 下 面 的 两 点 边 值 问题 , 记 为 问 
题 (P; ). 
df 、 dz et : 
-Ep Ea fa), a<r<b, 

(Pi ) 

du(p) _ 
dr 
我 们 分 几 步 讨论 与 (Pi) 有 关 的 变 分 问题 . 
(1) 设 wECLa,b]f1C (a,5),u 是 问题 (Pi) 的 解 ,(Pi) 中 的 微分 方程 写成 
LuaO— f= 0. 

方程 两 边 乘 图 数 v(x) ,再 积分 . 记 图 数 的 内 积 为 


6 
【二 3 = | wu (Tv(T) dr, 


ul(a) = 0， 


这 样 我 们 有 
(Lu — fyv) 一 0， 
即 
” df du 汪汪 
-| ， 全 (2 二 科 ]dz 十 | wuodz 一 | 7odz 一 0. 
如 果 有 连续 的 一 阶 导数 ,上 式 第 一 项 经 过 分 部 积分 ,再 利用 边界 条 件 人 4 一 0, 得 到 


6 6 
be Se 92dz 十 C qe ] 量 +| guvdz— | fvdz = 0. 


对 图 数 w(Cz)， 如 果 规定 ua) 一 0, 上 式 第 二 项 就 不 出 现 .我 们 记 男 数 集 合 


"= | 0 (2.2) 
并 且 记 
du dz z 
D(wu, oo 一 | [2 时 + guv Jdz, 和 ,本 
dz dz 
F(v)= | foazr, 2. 4) 


式 中 xzE So ,这 和 样 我 们 就 推出 是 以 下 问题 (P: ) 的 解 . 
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CP,) 5 u EE So ,使 得 
Dusv) —F(v) =0, VvE€ES. 
从 (2.4) 式 看 到 ,了 是 给 定 的 函数 , 当 任 取 一 个 函数 vE So 时 ,就 对 应 一 个 实数 值 
Fo 所 以 Si 到 R 的 映射 下 是 一 个 沁 羡 , 它 满足 
F(t vs) = Fv) PF(v), 
Fcv) =eF(v), YeER. 
我 们 称 它 是 一 个 线性 泛 函 . 同 理 ,D 是 So XSo 到 及 的 映射 , 涩 或 v 有 一 者 固定 时 ,D(w,v) 是 
男 一 者 的 线性 泛 函 .我 们 称 DD 是 5X5 上 的 双 线性 泛 函 ,(2. 3) 式 定义 的 D 还 满足 
Da wo) = D(v,u), 
所 以 称 DD 是 SsXS3 上 的 一 个 对 称 双 线 性 泛 函 .同时 ,D 还 满足 
D(v,v) 宇 0, VvE€E Si， 
当 且 仅 当 =0 时 等 式 成 立 . 
以 上 我 们 推导 了 : 硅 是 问题 (Pi) 的 解 , 则 是 问题 (P;) 的 解 , 下 面 由 有 反 过 来 推导 . 
应 该 注意 ,问题 (Pi) 中 ,w 应 该 有 二 阶 连 续 导 数 , 而 在 (Ps) 的 提 法 中 ,ww 只 出 现 一 阶 导 数 . 
(2) 设 z | 且 wEC La,bj[f1C* (a,5), 则 有 


用 en dedz 二 | guvdz — | fodz = WT 


dx d 
-| £2 jdz + C 9 | z=b C 9 | 


» bp 
二 | quv dz -| fvudrt+ =0, VvE Si. (2.5) 


此 式 又 可 化 成 


这 一 避 


如 果 我 们 选择 S; 的 一 个 子 集 V= fv|v€S3,v(6) 一 0}, 即 V 一 C3[a,5],(2.5) 式 对 一 切 
vEV 当然 也 成 立 , 这 就 得 到 
| (Iia— fvdrz =0, VvE Glabl. 
根据 变 分 法 的 基本 引 理 ,就 得 到 Lu 一 f=0, 所 以 ww 满足 问题 (Pi) 中 的 微分 方程 , 因 EE 
Si, 有 zx(a) 王 0,x 满足 (Pi) 中 的 左 端 边界 条 件 . 我 们 把 方程 Lu 一 f==0 代 回 (2.5) 式 ,并 注 
du 
Ch de ,| 


由 于 p(5) 主 Po 记 0, 而 且 v6) 是 任意 的 ,所 以 有 
du 
dx | z=6 
u 满足 (Pi ) 的 右 端 边界 条 件 , 以 上 导出 了 是 问题 (Pi ) 的 解 . 


一 0， VvE So. 


三 让 
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应 该 注意 ,在 (P: ) 的 提 法 中 ,边界 上 只 要 求 ul(a) 二 0. 右 4 是 (Ps) 的 解 , 且 uwECLa,bj[i 
CCab) , 则 满足 (P1) ,其 中 的 右 端 边界 条 件 噬 | ”=0 是 自然 满足 的 自然 边界 条 件 . 这 


类 边界 条 件 ( 包 括 第 二 ,三 类 条 件 ) 在 力学 问题 中 是 关于 力 的 边界 条 件 , 而 第 一 类 边界 条 件 
我 们 称 为 约束 边界 条 件 ,或 本 质 的 边界 条 件 , 它 是 几何 的 条 件 . 
(3) 考虑 
有 | 8 号 du 2 1 D9 pi 
(wu) = FDlu,u) — FF(u) = 2 [z( 侠 ) 十 qu” 一 2fu |dz. (2 
它 代 表 一 维 问题 在 (Pi ) 的 边界 条 件 下 的 总 势能 . 我们 从 最 小 势能 原理 出 发 , 考 丰 下 面 的 
问题 (P; ) : 


求 u CE 号 ,使 得 
(P;) | 


(Ca Ts VwE So， 
(Ps:) 是 一 个 上 布 讨论 过 的 盘 型 变 分 问题 ,也 束 是 求 二 次 这 图 了 了 在 So 上 极 小 的 问题 , 它 和 
例 1. 4 只 是 边界 条 件 的 不 同 . 
设 是 问题 (P;) 的 解 , 则 对 任意 的 v€E S60 和 a€ER, 令 ww 二 wu 十 av; 有 wwE So,， 所 以 
J (uu) 三 J(u av). 
利用 本 的 定义 和 下 的 线性 性 奈 及 DD 的 对 称 双 线 性 性 质 , 有 
J (uav) =5D(a 十 am 十 ap) 一 上 (十 am) 

=J(w) alD((wv) 一 下 (2) 十 Dlv,v). C2 7 
J (wu 十 av) 可 以 看 成 a 的 一 元 函数 g(a), 因 为 wu 是 (P:) 的 解 ,所 以 图 数 pg(a) 在 a 二 0 达到 极 
小 ,有 


ep = 0. 
da 一 


根据 (2.7) 式 ,最 后 得 到 
D(usv) — F(v) = 0， VvuE Si. 
所 以 ,我们 的 结论 是 : 若 x 是 (P; ) 的 解 , 则 x 必 是 (P, ) 的 解 . 
(4) 反 过 来 , 设 x 是 (Ps) 的 解 , 则 wE€ So. 因 (2.7) 式 对 任意 的 v€ So 成 立 , 所 以 有 
2 
Tutav) = TW + Dv,v). 

而 对 一 切 vE Si, 有 DCv;v) 主 0, 所 以 JQ) 三 J (wu 十 av) 对 一 切 aER 和 wvESi 成 立 , 可 以 
写成 

Ja 过 Jrz)，VzE SI 
这 就 导出 了 是 (P;) 的 解 . 
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通过 以 上 (1) 一 (4) 的 讨论 ， 我 们 得 到 和 上 节 及 "中 二 次 汕 数 极 值 问题 相似 的 结论 . 在 
这 里 So 是 由 一 类 函数 构成 的 线性 空间 ,下 是 其 上 的 线性 泛 函 ,D 是 SuXS 上 的 对 称 双 线 
性 沁 图 , 且 D(v,v) 三 0 ,我 们 的 结论 是 

(1) (P, ) 和 (P,) 是 等 价 的 . 

(2) 硅 4 是 (Pi) 的 解 , 则 ww 是 (Ps) 的 解 . 

(3) 奇 刀 是 (P;) 的 解 ,日 wEC Ea,6bj[f1C Ga,5), 则 ww 是 (Pl) 的 解 . 

在 其 他 的 例子 里 ,各 有 不 同 的 函数 空间 及 D 和 下 ,但 是 讨论 的 方法 是 相似 的 . 

(Pi ) 是 微分 方程 的 两 点 边 值 问题 ,对 应 力学 的 平衡 方程 定 解 问题 ,(P, ) 称 为 对 应 
(Pi) 的 Galerkin 变 分 问题 , 它 对 应 力学 的 虚 功 原理 . (P; ) 称 为 Ritz 变 分 问题 , 它 对 应 最 小 
势能 原理 ,在 我 们 的 例子 中 ,D(w,v) 是 对 称 的 ,(P;) 与 (P;) 等 价 . 有 时 遇 到 非 对 称 的 情形 ， 
仍然 有 (Pi) 和 (Ps) 的 关系 ,所 以 对 一 般 的 情形 来 说 ,Galerkin 形式 的 变 分 问题 更 具有 广 

在 讨论 (Pi) 时 ,我 们 要 处 理 的 二 阶 导 数 , 要 求 EC(Ca,6) 门 Ci[a,b], 而 讨论 (P,) 
时 ,只 要 处 理 的 一 阶 导数 ,要 求 ECi[a,b], 这 是 解 变 分 问题 的 优点 之 一 . 男 一 个 优点 


是 不 必 对 v 预先 规定 第 二 ,三 类 边界 条 件 [上 例 中 壁 | ,=0 ,它们 是 自然 边界 条 件 . 


其 实 , 上 例 变 分 问题 (P,) 的 提 法 中 ,vE Ci[a,5] 的 要 求 也 可 以 降低 ,只 要 积 : } | vdz 
和 | 里) dz 存在 , 青 加 上 约束 边界 条 件 即 可 ,我 们 可 将 (2.2) 式 Si 的 定义 改 为 


= lz | | 已 + 至 ) [qz 有 意义 ,v(a) = "| (2. 8) 
这 样 (P, ) 就 有 意义 , 且 可 证 明 其 解 是 存在 惟一 的 ,这 样 的 变 分 问题 (P;) 称 为 边 值 问 题 
(Pi) 的 弱 形 式 ,(P; ) 的 解 称 为 (Pi ) 的 弱 解 ,或 称 广义 解 . 

在 改换 了 Si 之 后 ,同样 可 以 写 出 问题 (P;) ,而且 可 证 明 (P1)、(P;) 和 (P;) 之 间 关 系 
仍 如 上 所 述 ,有 关 这 些 问 题 的 数学 理论 ,涉及 所 谓 的 Sobolev 空间 及 其 在 微分 方程 理论 
中 的 应 用 ,这 也 和 有 限 元 方法 的 数学 理论 有 关 . 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 文献 L13 等 专 
门 者 作 . 


2.2 非 齐 次 约束 边界 条 件 的 处 理 
考虑 含有 第 一 类 非 齐 次 边界 条 件 的 定 解 问题 ,讨论 对 应 的 变 分 问题 . 设 定 解 问题 为 
一 二 (pc § EE )+ a = 一 f(z), a 三 ZT 三 b， 


du(p) 


Ul(a) 一 20， 
dzx 
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为 了 导出 它 对 应 的 变 分 问题 ,方法 之 一 是 先 使 边界 条 件 齐 次 化 , 令 = 一 zx 一 , 则 zx 满足 
-和 (zc 玫 q(x)u = Frz) 一 gz)x，a 一 工 二 0， 


i(a) =0, YE) -0. 
dz 


这 就 是 上 一 小 节 讨 论 过 的 问题 ,我们 可 以 写 出 x 满足 的 Galerkin 和 Ritz 变 分 问题 . 
对 于 非 齐 次 约束 条 件 定 解 问题 ,也 可 以 直接 按 上 一 小 市 的 方法 ,推导 出 对 应 的 变 分 问 

题 ,我 们 记 集 合 

SS 一 {fzolzpECLa'pjoka) = w}. 
Galerkin 变 分 问题 是 

求 w ES ,使 得 

ee —F(v)=0, VvuES. 

而 Ritz 变 分 问题 是 
求 u ES ,使 得 
Pow < jrj) ， VwEsS. 

以 上 的 S ,DCxeyo Fo 和 Ja 的 定义 与 上 一 小 节 相 同 . 


2.3 第 二 、 三 类 边界 条 件 
考虑 定 解 问题 
全 (pz) E+ ES 


ul(a) = 0, DC) 一 一 一 一 十 au(b) 二 gg， 


其 中 p(x) 宇 po 广 0,g(Xx) 宇 0, 和 常数 a 宇 0， Pi 的 边界 条 件 包 括 了 第 二 类 和 第 三 类 边界 
条 件 用 2. 1 小 节 的 方法 ,完全 可 以 推导 出 对 应 的 变 分 问题 ,这 留 给 读者 作为 练习 . 演算 时 
应 注意 : 


D(au,v) -| bs a Tv]dr tevb), 


Flvw) -| fvudz gv (6b). 
同时 注意 下 的 线性 ,D 的 双 线 性 、 对 称 和 非 负 性 质 . 


3 高 维 数学 物理 问题 的 变 分 问题 


本 节 主 要 以 Poisson 方程 定 解 问题 为 例 ,推导 二 维 问题 的 变 分 形式 ,至 于 三 维 或 更 高 
维 的 情形 ,可 以 类 似 讨论 . 
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3.1 第 一 类 边 值 问题 的 变 分 问题 


条 件 的 第 一 边 值 问 题 
一 At 一 f， (X,Yy) ECE 人， 
= 


(Pi ) | 
u 
an 


类 似 在 一 维 的 情形 ,我 们 讨论 对 应 (P, ) 的 变 分 问题 ,推导 过 程 用 到 的 Green 公式 (或 称 散 
度 定理 ) 是 


||aivpdzdy = . 。 fds, 和 
, | 


EF ,oF 


其 中 向 量 函 数 F=(F,F,),divF 二 VY 。 Ws 


(1) 设 wEC C0)[11C (C0) ,zw 为 (Pi) 的 解 , 记 


0) = {v|vE€E CQ),v|,, = 0}. (3. 2) 
取 So 一 Co(C2) , 则 有 
-| (Au fjvdrdy = 0, VvE Si. (3. 3) 
0 
相当 于 一 维 情形 的 分 部 积分 ,我们 注意 到 
Ou i 9 9zl 9Au dU ou 四 品 ga qu 口 也 
2 
由 此 可 得 到 


du 可 du 9 
-et Peardy | = 十 到 于 一 户 jdzdy 


dx 9x 


了 [as 下 片 地 e 动 ady， 

上 式 右 端 第 一 项 用 V 的 符号 ,第 二 项 用 Green 公式 表示 ,(3. 3) 式 成 为 

ev * Vu— fvu)dzxdy— bo ds = VE 

) An 

n 30 
因 vE SI, 在 2 上 v(x,y) 二 0, 所 以 302 上 积分 项 为 零 ,我 们 记 

D(u,v) -|| Vu ，* Vudzrdy, (3.4) 
n 


F(v) =||fodrdy . L212 
n 
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这 样 ,wu 满足 的 Galerkin 变 分 问题 是 
求 w E€ So ,使 得 
|p -Plo=0s Vou€E 
这 里 忆 是 SoxSe 上 的 对 称 双 线性 泛 函 ,满足 Do 三 0. 下 是 So 上 的 线性 
在 问题 (P; ) 中 ,只 要 处 理 v 的 一 阶 导 数 , 进 一 步 可 以 将 Si 定义 中 的 条 件 C1(Q) 降 低 ， 
即将 So 的 定义 改 为 
一 {? 


(上 了: ) 


Du dv EP 
| [= 3 (并 ) 十 Ed [dzdy 有 意义 » 了) 
z oy 
这 样 ,问题 (P, ) 就 有 意义 . 
(2) 设 & 是 (P,) 的 解 , 旦 xzECICGO)TIC CO) .可 以 从 DG,v) 一 F(v) 二 0 出 发 ,利用 
Green 公式 得 到 


= 0 (3. 6) 
可 局 


-| (Au+ Pudrdy ~0, Vv€ OC). 
青 用 变 分 法 的 基本 引 理 ,就 推导 出 满足 方程 
Au 十 二 0. 
同时 , 因 u 是 (Ps) 的 解 ,有 uC Su ,满足 u 一 ,所 以 寻 定 是 (P， ) 的 解 . 
(3) 问题 (Pi) 可 以 理解 为 固定 边界 的 膜 平衡 方 程 的 定 解 问题 ,对 应 膜 的 势能 是 


i .0 一 Fco = | ( 基 ) - | a 
J (u) 2 Dlu,u) FPF(u) 2 |[ 人 要 是 Ea 2fu |drdy. La 7 


把 最 小 势能 原理 写成 
. 求 WC 9 ,使 得 
(上 3 ) 机 | z 
(Ja J(w), VwE So. 
问题 (P; ) 也 可 以 写成 
求 ,二 号 ,使 得 
be < wT a Ye WER 
因为 
了 (2 十 av) 一 Dut av av) 一 F(uav) 
[3 
= J(wu) +a[lDGu,v) — F(v)]+ FD(v,v), 


若是 (Ps) 的 解 , 则 有 
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(& 十 am) 下 
da 必 二 改 


由 此 可 得 
Dansw}— FD S=0s VvE SS. 

所 以 必 是 (P;) 的 解 

(4) 大 4 是 问题 (P;) 的 解 ,从 (3.8) 式 ,因为 对 一 切 v€E So, 有 D(v,v) 宇 0, 有 所 以 有 

J(za) Jutav), VvE Sioa €E R. 
即 有 
JJ) < Ja， VwE€E 90. 

这 样 我 们 推出 zx 是 (P;) 的 解 . 

类 似 一 维 情 形 ,以 上 我 们 得 到 Galerkin 变 分 原理 (P;) 与 Ritz 变 分 原理 (P: ) 的 等 
价 性 .在 力学 问题 中 它们 就 是 虚 功 原理 和 最 小 势能 原理 ,在 这 里 两 者 等 价 的 关系 是 
由 于 DD 的 对 称 性 和 DC,'z) 三 0. 以 上 我 们 也 得 到 了 类 似 一 维 情 形 的 (Pi) 与 (P;) 的 
关系 . 


3.2 其 他 边 值 问题 


(1) 非 齐 次 边界 条 件 的 第 一 边 值 问题 对 于 和 定 解 问题 
| Au 一 玫 和 二 EF dds 


(Pi) 


ww 


我 们 可 以 找 一 个 定义 在 上 的 病 数 uo (xz,y) ,使 得 wo 


an = p(T»Y) 


,一 pz,). 令 5 一 wm, 则 民 满 


可 


足 齐 次 边界 条 件 w | ,一 0 和 方程 一 Au 二 了 十 Auo. 这 样 就 可 以 对 x 的 定 解 问题 列 出 变 分 
问题 . 


也 可 以 直接 按 上 一 小 节 的 推导 , 设 
s 一 人 几 [” 二 (起 ) 二 (器 ) ]aray 有 意义 


0 p71y)| ， 


可 以 得 到 
(P,) z 本 
Dl(usv) — FF(v)=0, VvES; 
CLES) | 
J(u) 三 J(w),， VwE S. 


以 上 的 S53;,DGusv) ,FlvV) 和 Cw) 的 定义 同上 一 小 节 . 
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(2) 第 三 类 边 值 问题 
设 第 三 类 边界 条 件 的 定 解 问题 
— Mu = fs (Try) € Ds 
au |  ,， 、 
(E+ = g(xX,y),， 
其 中 a 二 a(z,y) 三 0,n 是 902 上 的 外 法 线 方 回 . 
可 以 推导 对 应 的 变 分 问题 ,只 要 注意 
D(w,v) -|| Vu*»* Vudrdy +| auvuds ， 
) an 
0 


(P; ) 


F(v) =||fudzdy +| gzds ， 
30 
n 


9 一 {» 由 ( 呈 ) 于 (2) |dzdy 有 意义 | ， 
其 中 S 是 不 含 边 界 条 件 的 琐 数 集合 . 我 们 得 到 变 分 问题 
求 u ES ,使 得 
pee Fv =0,， VvES. 
车 a 二 a(z,y) 二 0, 定 解 问题 是 第 二 类 边 值 问 题 ,在 对 应 的 变 分 问题 中 ,车 v 满足 
v(TX) 三 1, 则 有 D(w,v)= 二 0, 且 F(v)= 二 0, 妈 得 


|pardy + | gds 一 0 . 
这 是 第 二 类 边 值 问题 有 解 的 必要 条 件 . 第 二 类 边 值 问题 的 解 不 是 惟一 的 , 若 x 是 问题 的 
解 , 则 x 十 c 也 是 问题 的 解 ,其 中 c 是 任意 的 常数 . 反之 ,也 可 以 证 明 问题 任意 两 个 解 之 差 
必 为 常数 . 为 了 得 到 解 的 惟一 性 ,可 以 附加 条 件 : || edzdy 为 指定 的 常数 
对 于 混合 的 边 值 问 题 ,例如 ,90 分 为 不 相 重 羡 的 两 部 分 9Q， 和 90, ,其 上 分 别 加 上 第 
一 .三 类 边界 条 件 


(上 : ) 


u 一 Crzyy) . 


an, 


du z 
ao 一 PCZ，y)， (E+ | : 
也 可 以 类 似 推 出 Galerkin 和 Ritz 变 分 问题 ,这 留 给 读者 练习 . 
3.3 间断 系数 问题 一 一 有 内 边界 的 情形 
很 多 物理 问题 可 摘 述 为 含有 间断 系数 的 问题 ,例如 由 不 同 介 质 拼 成 的 膜 的 平衡 问题 ， 
或 不 同 介 质 组 成 的 物体 的 热传导 问题 等 .如 图 6.4, 设 2 分 成 不 重生 的 Qi， 与 2， 两 部 分 ， 


其 分 界线 为 工 ,在 厂 上 规定 一 个 法 向 n.90 也 对 应 分 为 02; 和 a0， 两 部 分 . 
我 们 考虑 定 解 问题 


172 第 6 章 数学 物理 方程 的 变 分 原理 


- [去 (* 江上 + 交 (* = fr ry)EN 


一 0， 


2 =, (ru) = (8¥) rb. 
问题 中 k=k(rx,y)=ko 0 . 
k(x | i 51 
k(xX,y) 一 | sia Se 加 6.4 
Ro (TYy) 本 (Ty) EC ¥ 
夏 是 (x,y) 的 间断 线 .在 定 解 问题 (Pi ) 中 ,条件 xj|，=0 是 在 边界 9Q 二 9Q1U90Q, 上 的 边 
界 条 件 , 在 厂 上 的 两 个 条 件 是 连接 条 件 ， 带 上 标的 量 ( 。 六 表示 该 量 从 0Q; 趋 于 械 的 极限 
值 (i 二 1,2). 连接 条 件 说 明 在 上 是 连续 的 ,而 其 法 同 导 数 不 一 定 连 续 , 但 k 了 是 连续 
的 .在 热传导 问题 中 ,这 表示 温度 和 沿 本 的 热流 量 是 连续 的 . 
仍 取 引 二 G0(0), 奢 是 (Pi) 的 解 , 则 对 任意 的 vE Si ， 


-J oa oj] ee 


+ 全 大 4 吉 儿 -ae 


其 中 右 端 第 一 项 可 分 为 20; 和 2 上 的 两 项 积分 


由 区 和 翔 革 人 (4 je |]dzdy= | C 2 od = | 人 4 | vds ， 


TU 30] 


9 ou a f/f, go en i : 
IE 3 + 六 (4 3 ]] drdy—— | 人 上 | vds . 


由 于 满足 F 上 的 连 车 接 条 件 , 所 以 这 两 项 积分 之 和 为 零 . 令 


D(u,v) = = 医 二 yu Jdzdy " 上 (vw) = | fvdrdy 
n 


我 们 得 到 变 分 问题 


(P,) | 


D(ausv) —F(v)=0, VvE So. 
同 理 也 可 以 写 出 Ritz 变 分 问题 (P; ). 
我 们 看 到 ,对 于 间断 系数 问题 ,在 微分 方程 定 解 问题 (Pi ) 中 ,必须 提 内 边界 卫 上 的 连 
接 条 件 ,如 果 用 差分 方法 离散 定 解 问题 ,要 对 连接 条 件 做 离散 化 处 理 . 但 是 对 变 分 问题 而 
言 , 其 形式 与 没有 内 边界 条 件 的 问题 相 比 并 没有 什么 特殊 之 处 ,不 增加 什么 困难 . 所 以 根 
据 变 分 问题 求解 计算 , 比 用 原来 的 定 解 问题 (Pi) 有 更 多 的 优点 . 
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在 本 小 市 二 维 问 题 的 讨论 中 , 推 吐 变 分 问题 (P;) 和 (P;), 有 所 取 靖 数 集合 S,So 等 , 原 
先 的 条 件 vE€EC (0Q), 可 以 改 号 为 v 满 足 


J 下 (六) + (2) Jazds 有 意义 . 


这 样 问 题 (P,) 和 (P,) 就 有 意义 ,我 们 称 (P,) 的 解 为 (P,) 的 广义 解 或 弱 解 ,可 以 证 明 它 的 
解 是 存在 惟一 的 . 而 且 , 如 上 改换 了 S$,S 等 图 数 集 合 的 定义 之 后 ,(P; ),(P, ) 和 (P:) 的 关 
系 仍 如 上 所 述 , 这 些 问题 的 证 明 要 用 到 更 多 的 数学 理论 和 工具 ,已 超出 了 本 书 的 范围 ,所 
以 我 们 不 多 加 讨论 ,但 是 以 下 讨论 的 变 分 问题 ,我们 均 作 这 样 的 理解 . 如 要 详细 了 人 解 这 方 
面 的 理论 ,请 参考 文献 [13] 等 . 
3.4 重 调 和 万 程 边 值 问题 的 变 分 问题 
这 里 讨论 一 个 四 阶 方程 的 例子 ,为 此 先 对 Green 公式 做 进一步 处 理 , 类 似 3.1 小 节 的 
推导 ,利用 (3. 1) 式 有 
z ”Dr 

vAudrdy = | Vu * VudzxdyC— bo gn ds 
上 式 将 x 与 总 互 换 ,得 到 的 式 子 与 上 式 相 减 , 便 有 

so vadrdy = p(s 于 一 "中 jd . [0 


on on 


(3.9) 式 成 立 的 条 件 是 1,vE CD), 如 果 wEC(Q),vEC(0), 用 Au 代替 (3.9) 式 中 的 
u, 有 


J Asodrdy — 一 | A-zxdzdy 一 po pe po a (3 10) 
n 30 
ee 10) 式 也 和 为 Green 公式 ,其 中 A w= 二 A(Au). 
. 求 MK EE 3 ,使 得 
(上 :> ) | 
D(usv)— F(v)=0, VvE So. 
其 中 


Ne 一 {U | VC CC) ,vu De 一 0 


:了 an 3 0}， 


D(u,v) = | AuAvdzxzdy,， FF(v) = = odrdy 


如 果 w 是 (P: ) 的 解 , 且 xEC (2)， ,利用 公式 (3. 10) 和 变 分 法 基本 引 理 , 可 知 x 满足 定 解 问 
题 

An= fs rE 

gu 
an dn | an 


(Pi1) 
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这 是 重 凋 和 方程 的 一 个 定 解 问题 ,这 类 问题 稼 帝 在 力学 问题 中 出 现 . 

在 变 分 问题 (P: ) 的 提 法 中 , 晒 数 集合 So 中 条 件 vEC (2) ,可 以 用 "及 其 一 、 二 阶 偶 
导数 的 平方 积分 都 有 意义 ?来 代替 ,这 样 提 法 (P:,) 便 有 意义 , 且 可 证 明 其 解 存在 惟一 ,我 
们 称 这 样 的 (P;) 是 问题 (Pi ) 的 弱 形 式 ,(P: ) 的 解 称 为 (P) 的 弱 解 或 广义 解 . 

也 可 以 在 Se 上 讨论 沁 孙 

(rw) = (war -fwdrdy 
的 极 小 问题 ,这 就 是 Ritz 变 分 问题 (P;), 留 给 读者 作为 练习 . 
如 果 上 述 问题 中 的 D(w,v) 改 为 


Dusw) =|| [eauavt GQ—o) (0S +t2 + |dzd 
D(u,v) = | uAv (ll—o J 7 a | Xdy. 
Eh 


其 中 满足 0 一 o 一 本 ,对 应 的 (P: ) 是 一 个 边界 固定 的 平板 位 移 的 变 分 问题 , 它 也 对 应 重 调 
和 方程 定 解 问题 (P, ) ,这 些 问 题 在 弹性 力学 中 有 应 用 ， 


4 变 分 问题 的 近似 计算 


早 在 有 限 元 方法 出 现 之 前 ,就 存在 用 变 分 原理 解数 学 物理 问题 的 数值 计算 方法 ,包括 
Ritz 方法 和 Galerkin 方法 等 .以 上 我 们 讨论 过 的 变 分 问题 中 ,So ,Su 等 符合 某 些 条 件 的 浮 
数 集合 都 构成 了 一 个 线性 空间 . 现在 我 们 一 般 地 设 K 是 一 个 无 穷 维 的 线性 空间 ,fF(，。) 是 
其 上 的 一 个 线性 泛 函 ,DC(，。，,，) 是 KXK 上 的 对 称 双 线 性 沁 函 ,而 且 DCu,z) 对 一 切 非 零 
的 x 都 是 大 于 去 的 ,在 这 样 一 般 的 假设 下 ,我们 讨论 用 Ritz 方法 和 Galerkin 方法 近似 计 
算 变 分 问题 的 一 般 原 理 . 


4.1 Ritz 方法 
考虑 Ritz 形式 的 变 分 问题 


求 w E€ K ,使 得 
Te VwE€E kK, 1 

其 中 
TAN = Dw,w) — F(rw). C4 2) 


因 天 是 无 穷 维 的 函数 空间 ,直接 解 问题 (4. 1) 有 困难 ,我 们 来 求 问题 (4. 1) 的 近似 解 . 为 
此 ,假设 在 K 中 找到 一 个 有 限 维 的 子 空间 Sw, 其 维 数 为 N, 设 Sv 上 一 组 基 郴 数 为 
{ oa ON 了， 印 

ON span{ cl »""" ON} kK. 
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我 们 有 
TOUN 一 > ciopi， VY wn C a . (4, 3) 
其 中 系数 cl ,… ,cn 是 实 第 数 , 我 们 称 Sw 为 试探 函数 空间 . 
以 Sw 代 蔡 天 ,在 SN 上 讨论 极 小 问题 ,得 到 问题 (4. 1) 的 近似 问题 是 
[7 UN EE Sw ;使 得 


| 
根据 D 和 下 的 性 质 , 对 一 切 zwvwESw, 有 


J (wn) = Dw ;TUN) OO— Flvwn) 


(4. 4) 


N 


] | 、 
=5D( >yc9g,， Zoo9 )—F( Dip ) (4. 5) 


i 二 1 


一 sD ee > F(@i)c.. 
(4.5) 式 中 ol ,…,ov 是 已 知 的 基 畏 数 , 所 以 Fo) 和 DCoo) 是 已 知 的 实数 ,这 样 , 求 
J (wn ) 的 极 小 问题 就 化 为 求 以 ci ,cx 为 日 变量 的 二 次 函数 的 极 值 问 题 .这 就 是 1.3 小 
市 讨论 过 的 腿 % 上 的 变 分 问题 .现在 系数 矩阵 是 
[a; d= LD(p,p) | € R™. 
它 是 一 个 对 称 和 矩阵 . 我 们 验证 它 的 正定 性 ,对 任意 的 非 零 向 量 
= | EE RR; 


函数 uw 一 >ciq; 是 非 零 的 函数 ,由 DD 的 性 质 得 


N 


N 
D(aun sn) = D( >vciy， 硬 2 09; )= cl [Dlg; :0;) ]c p> 心 ， 
了 一 ] 


i 二 1 


所 以 矩阵 [D(e ,e )] 是 对 称 正定 矩阵 . 
如 果 wn = 》) cp; 是 近似 变 分 问题 (4. 4) 的 解 , 则 有 


j 一 ] 
wd) 
qc; (ce] ch) 二 0， 二 上， ,人 N， 
即 
N 
> Do Di DC 一 FCe;) ~ 0, 1 二 1,.*…,N. (4 6) 


方程 组 (4.6) 有 惟一 的 解 cd ,… ,cw. 根据 1. 3 小节 的 讨论 ,这 个 方程 组 和 极 小 问题 (4.4) 是 
等 价 的 ,(4.4) 式 的 解 就 是 


176 第 6 章 数学 物理 方程 的 变 分 原理 


4.2 Galerkin 方法 
考虑 Galerkin 变 分 问题 


pe 人 | (4.7) 
D(usv) — F(v)=0, VuEK. 
和 上 面 一 样 , 取 的 有 限 维 子 空间 Sw, 以 Sw 代替 天 得 近似 变 分 问题 
pn ne (4. 8) 
No Fi = 0 Ya € Sa., 


N | 


现在 设 Sy 任意 的 元 素 为 vw 二 >》)cp,, 变 分 问题 (4.8) 的 解 为 wx 二 》) cy, 我 们 来 确定 
Ci so CN ,将 UN 和 wn 的 表示 式 代 入 (4. 8) 式 ,有 


N N 
D(unsvn) 一 了 上 (wN) = > D(g;, pi) cici— DaF (og. ) 
| 1 


~N N 
a 
此 式 对 任意 的 0 成 立 . 即 对 任意 的 N 维 回 量 | c， 9s""" se | ER 者 成 立 ,所 以 有 
RM 
DCy » Pi) Cs -= PCPi) = 一 Lewesly, (4. 9) 


由 方程 组 (4. 9) 可 解 出 9 ,… ,Cc% ,其 实 这 里 的 (4.9) 式 和 (4.8) 式 就 是 1.3 小 节 的 命题 1. 1 
和 命题 1. 2 所 描述 的 问题 ,它们 是 等 价 的 ,同时 我 们 看 到 ,在 D(u,v) 是 对 称 的 情况 下 , 方 
程 组 (4.9) 和 (4.6) 是 同样 的 方程 组 ,也 就 是 Ritz 方法 和 Galerkin 方法 得 到 的 结果 是 一 样 
的 . 如果 D(w,v) 不 是 对 称 的 ,我 们 仍 可 求解 Galerkin 变 分 问题 . 


4.3 证 上 典 变 分 方法 的 数值 例子 


在 变 分 问题 中 ,上 面 讨论 的 浮 数 集合 KK 一般 是 具有 奉 干 阶 导数 , 青 满足 齐 次 边界 条 
件 的 函数 空间 .一 般 地 ,一 个 连续 函数 (或 平方 可 积 的 函数 ) 可 以 用 多 项 式 商 数 或 三 角 多 项 
式 函 数 (Fourier 级 数 的 部 分 和 ) 来 允 近 ,所 以 在 古典 变 分 方法 的 计算 中 ,K 的 有 限 维 子 空 
间 篆 第 取 为 多 项 式 图 数 空 间或 三 角 多 项 式 困 数 空 间 , 下 面 介 绍 一 个 简单 的 例子 . 

例 4.1 两 点 边 值 问题 


中 ut 2 


dz 
u(0) = 0, wu(l) 一 0. 
在 这 个 例子 中 , 取 KK 二 G6L0,1j， 
du dvw 


1 
iNMawsv) = | -一 dz， F(v) = | Xvdz, 
dz dz 0 
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考虑 近似 变 分 问题 ,我 们 取 天 的 有 限 维 子 空间 为 多 项 式 的 函数 空间 . 例如 ,如果 用 二 
次 函数 或 三 次 函数 来 近似 ,上册 考虑 边界 条 件 wu(0) 二 0,u(1) 二 0, 这 样 的 二 次 和 三 次 多 项 
式 可 以 分 别 选 取 为 cx(l1 一 xX) 和 xz(1 一 Xx) (ci 十 cox). 如 果 考 虑 更 高 次 的 多 项 式 , 可 考虑 
Z(1 一 Z)(c 十 cz 十 … 十 cxzv ), 也 就 是 说 , 子 空间 Sw 的 基 函 数 是 x (1 一 7z) ,i 二 1,…,N. 

先 讨论 N=1 的 情形 , 设 pi 一 x(1 一 x), 则 Si= 二 span{g1),Si 中 的 函数 均 可 写成 vi 一 
91. 显然 ,Si 是 天 的 一 个 一 维 子 空间 . 这样 ,由 Galerkin 方法 (或 Ritz 方法 ) 得 到 的 代数 
方程 组 是 

Dl(g op) — Flo) = 0. 


其 中 
hi 1 z 
Dp ,91) =| 的 dz 一 | (1 一 2z)2dz 一 二 
E 1 ] 
PCPi ) =| #0 -jd 二 20° 
所 以 得 到 的 方程 是 
lo_ 1 _ 
3 ~ 230° 


解 出 of 一 高, 最 后 得 近似 解 
Wi 一 rl 一 工 ). 
由来 看 N 二 2 的 情形 , 设 1 tl) » 2 二 x (1 一 xX), 则 5S。 一 Spant pl ”2 } ,和 在 vz 全 
Ss; 则 ws 二 agi 十 czpz. 显然 S 是 的 一 个 二 维 的 子 空间 ,我 们 可 得 到 


1 7 2 1 
DCPl ,oi) -| [( 针 ) = | Ga 一 27)dz = 豆 ， 


DCp ,pp) =DCp,pP) 一 | 


5 


1 
-| (1 — 27x)(27x CO— 3x°)dzx = 
一 | (于 juz=| cz 一 sz 2 
时 1 ， ] | 1 ] 
F(g) = | md 一 adz= 二 ， Flgs) = | za 一 adz= 款 


20 30. 
所 以 得 到 的 方程 组 为 


1 1 lr . 
3 6||” | 20 
1 2||, 了 
6 151-"? 30 
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解 出 一 二 ,一 二 .最 后 得 到 近似 解 

Eo 
让 ee 


本 例 的 精确 解 为 x 一 1 一 x ) ,下 面 列 出 它 和 mas 在 几 个 点 的 值 做 比较 . 


工 0 0. 25 0. 5 0.795 1 
Ul 0 0.0281 0.0375 0. 0281] 0 
Us 0 0. 0203 0.0375 0. 0359 0 
u 0 0. 0205 0.0365 0.0361 0 


从 这 个 例子 看 到 了 古典 变 分 方法 的 计算 过 程 , 表 上 看 出 ws 是 比 w 更 好 的 近似 解 ,如 
来 我 们 要 提高 近似 解 的 准确 度 ,一般 来 说 ,我 们 想到 提高 子 空间 Sw 的 维 数 ,但 是 这 有 一 
个 收敛 性 的 问题 , 即 当 N-~ce 时 , eu 一 un | 是否 趋 于 零 的 问题 ,这 是 一 个 重要 的 数学 问 
局 ,本 书 不 准备 涉 太 . 


5 权 余 量 方法 及 其 他 方法 


以 上 几 节 我 们 讨论 了 变 分 原理 及 Galerkin-Ritz 近似 计算 方法 的 原则 . 还 有 一 些 其 他 
的 近似 方法 ,如 权 余 量 方法 等 ,在 某 些 情况 下 有 它们 的 应 用 .为 了 介绍 一 般 的 原理 ,我 们 假 
设 0 是 一 维 或 高 维 空间 上 的 有 界 区域 ,90 为 其 边界 ,x 表示 QUIQ 上 的 点 ,积分 号 表示 
一 维 或 高 维 的 积分 ,考虑 的 微分 方程 边 值 问 题 是 
Py 
ne = Ed 
其 中 工 是 一 个 2m 阶 的 椭圆 型 微分 算 子 ,Bo,…,B,_1 分 别 表示 边界 9Q 上 的 一 个 算 子 ,这 
里 我 们 给 出 的 是 齐 次 边界 条 件 ,本 草 上 面 几 节 讨 论 过 的 Poisson 方程 和 重 调 和 方程 的 边 
值 问题 郡 是 这 种 形式 问题 的 例 于 . 
记 内 积 (w,v) = | coecodr 在 (5.1) 式 的 方程 两 边 分 别 与 图 数 立 作 内 积 , 有 
《3 二 (5. 2) 
在 边 值 问 题 中 ,w 满足 方程 ,应 提 uw EC™(Q) 的 条 件 , 在 积分 式 (5.2) 中 ,条 件 可 降低 到 妈 
及 其 直至 2m 阶 导 数 痢 平方 可 积 , 我 们 记 这 样 的 函数 集合 为 H™(Q), 所 以 对 应 (5.2) 式 ， 
U = {2 区 Ee "(Da = “= B= 0}， 


bs 1 


5 权 余 量 方 法 及 其 他 方法 179 


而 wv 只 要 求 属于 
V = (ol dz 有 意义 上 
像 在 第 2 节 和 第 3 市 那样 ,对 于 (5.2) 式 ,我 们 用 Green 公式 (一 维 情形 是 分 部 积分 ) 可 以 
将 的 2m 阶 守 数 转移 一 半 到 wv, 得 到 变 分 问题 
求 w EVV, 使 得 
pe = F(v), VvEV. 
这 里 V 是 昌 ”"(0Q) 的 一 个 子 空间 ,HH”"(Q) 是 函数 本 对 及 其 下 至 mx 阶 导数 都 平方 可 积 的 函 
数 空间 . 从 变 分 问题 (5.3) 式 出 发 ,我 们 可 以 讨论 求 问 题 近似 解 的 Galerkin 方法 . 
和 Galerkin 方法 不 尽 相 同 ,一 般 的 权 余 量 方法 可 以 看 成 是 基于 (5. 2) 式 的 一 类 方法 ， 
我 们 可 以 提出 它 的 近似 问题 是 
求 wu, EU ,使 得 
po =0, Vv,€ Vi, 
其 中 的 有 限 维 子 空间 Ui CU,ViCV ,而且 
Rl(wu,) = Lu,s—f 
是 方程 的 剩余 ,或 称 余 量 ,如 果 wu 刚好 是 方程 的 准确 解 , 则 对 应 的 剩余 为 零 . 
权 余 量 方法 中 ,选择 子 空间 U 和 Vi 的 维 数 相同 . 设 dim 凡 一 dimw 一 NU 的 一 组 
基 为 {gi pv 的 一 组 基 为 (yg ,… ,yn), 所 以 


(5 3) 


(5. 4) 


u, 一 ie ， Vu, €U,, (5 5) 
~ 
v; 一 Db Vw, E Vi. (5. 6) 
将 (5.5) 和 (5.6) 式 代入 (5.2) 式 ,由 vw 的 任意 性 得 
| Row ) 几 dz 一 0， 守 一 1 …,N (5.7) 


也 就 是 剩余 的 N 个 市 权 积分 为 零 , 这 里 的 权 图 数 是 j,i 二 1,… ,NN, 进 一 步 可 列 出 cl ,…， 
cn 的 NN 个 方程 的 方程 组 
2 Wp = 上;, t=],*…,IN 
其 中 
Ai 一 (Lo; » i) ， 上 ; (f ,pi). 
可 以 将 权 余 量 方法 看 成 在 V 中 找 N 个 线性 无 关 的 函数 J ,…,yw ,使 (5.7) 式 成 立 . 
下 面 更 具体 地 讨论 . 
最 小 二 乘法 的 原理 是 使 剩余 的 平方 在 平均 的 意义 下 最 小 . 仍 设 wu 如 (5.5) 式 所 示 , 则 
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剩余 R(u, ) = 上 Lu, —f 是 于 和 CC19 ”CN 的 果 数 . 我 们 要 使 | [RG ) dz 对 系数 C1 oe oCN 
为 最 小 , 这 样 得 到 N 个 代数 方程 


| Rdz =— | i 1 一 1 AN 
de; nn i gc; 


所 以 ,最 小 二 乘法 就 是 取 权 为 j= 六 的 权 余 量 方法 ,而 


= (L209)-7)= L(g), i=1,.,N. 
所 以 最 小 二 来 法 相当 于 在 问题 (5.4) 中 取 
V = spaniL(@1) ,LPN)}, 
其 中 tp ,pn} 是 U 的 基 ， 
配置 法 预先 规定 好 0 内 的 NN 个 配置 点 zx :ZN* 取 权 上 入 为 点 Zi 上 的 Dirac-6 困 数 


(zx 一 zi) ,这 函数 有 这 样 的 性 质 , 在 z 天 zx, 时 其 值 为 零 , 而 对 任意 的 函数 /有 
| rapac 一 adz — flzi). 


应 用 这 样 的 权 函 数 到 权 余 量 法 ,得 到 离散 方程 组 

Lu tz — F(x) = 0 1 = 1 N. 
这 其 实 就 是 剩余 在 指定 的 N 个 配置 点 上 之 值 为 零 , 这 和 差分 方法 有 点 类 似 ,差分 方法 是 
在 广 点 上 满足 方程 ,但 是 其 中 市 点 上 的 导数 用 差分 近似 . 


子 区 域 配置 法 是 把 Q 划分 为 N 个 子 域 , 9 = U 0,, 引 入 权 函 数 


gy; 人 /一 lo 其 他 ， tO 上 sli, 


用 到 权 余 量 法 ,得 到 的 离散 方程 组 是 
| (Ll(u) — dr =0, i=1,…N. 


权 余 量 法 基于 (5.2) 式 和 问题 (5. 4) ,如 果 工 是 2m 阶 微分 算 子 , 它 要 求 U 是 H*”*(0) 
的 一 个 子 空间 ,所 以 这 类 方法 至 少 在 原则 上 的 一 个 优点 是 解 具有 和 较 大 的 光滑 度 . 例如 ,对 
于 例 4. 1 的 一 维 边 值 问题 ,U; 可 以 选择 为 span{g1,… ,pn) ,其 中 y(z)= 二 x (1 一 xz) ,或 者 
是 几 (Cz) 一 sinirz 等 ,读者 可 以 练习 将 例 4. 1 用 最 小 二 乘 、 配 置 法 和 子 区 域 配置 法 所 得 到 
的 代数 方程 组 . 

权 余 量 方法 的 讨论 基于 (5.2) 式 ,在 其 中 和 w 分 属 不 同 的 函数 空间 U 和 V, 但 是 上 几 节 
讨论 的 Galerkin 方法 则 是 基于 问题 (5.3) 的 ,因为 经 过 分 部 积分 运算 ,wu 和 w 都 同属 一 个 H* (0) 
的 子 空间 ,也 可 认为 U=V, 像 例 4.1 那样 的 例子 中 ,(5.3) 式 的 近似 变 分 问题 形式 为 
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求 wu EV， ,使 得 
(pow) — Flv)=0, Vv,€EV. 
这 就 是 Galerkin 近似 方法 .但 是 ,虽然 在 问题 (5.3) 那 里 有 U==V ,如果 通 近 子 空间 U， 和 
Vi 不同, 它们 分 别 都 是 V 的 NN 维 子 空间 ,分 别 有 Ui; — Span { P13" » ON }» Vi ~ Span ( 1， 
… ,Jn) ,近似 变 分 问题 是 
求 w，E Un 使 得 
eu 0) — Flo) =0, Vv EV,. 
由 它 可 以 推导 出 一 个 代数 方程 组 
K'c=F, 
其 中 和 矩 阵 K 的 元 素 &; 二 D(pi,y;);, 问 量 下 的 分 量 F; 一 (f,y), 这 样 的 方法 称 为 Petrov- 
Galerkin 方法 (当然 ,太一 人 入 时 就 是 Galerkin 方法 ). 
在 某 些 情况 下 ,用 Petrov-Galerkin 方法 给 出 的 近似 解 会 有 某 些 优点 .例如 ,对 于 对 流 
扩 敌 方程 


的 定 解 问题 ,特别 是 对 流 占 优 的 情形 ,Galerkin 方法 给 出 的 解 会 有 非 物理 的 摆动 . 而 在 
Petrov-Galerkin 方法 中 适当 选择 U 和 VV , 将 会 克服 上 述 困难 . 
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1. 试 推 导 下 列 沁 函 在 集合 KK 中 达到 极 值 的 必要 条 件 , 列 出 对 应 的 Euler 方程 或 方 
程 组 . 


(1) J (yi ,YY ) = | Fr yd， 

K={(y ,Ya) | y: EC Lab], ya) = yo ;YC0) = yi i=1, ,nn}. 
(2) J(Y»)= | Fe yy ,y )dzr， 

氏 一 {y|yECtLaoy(a) 一 yy(CO) 一 yy (a)= yy (b)=y,). 
(3) 100=) Fl yy wy 了， 3 jardy, 

K= {uluE Cm), ulan—= p(X,y)}. 

2. 试 列 出 最 小 曲面 问题 的 Euler 方程. 


3. 对 于 两 点 边 值 问题 


d* a 
| ~ 二]， 0 二 I 工 二 1， 


dz 
(lu(0) =0, w(1)=0, 
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找 出 其 准确 解 w(x), 求 出 对 应 的 Jo) 之 值 . 另 外 任 选 满足 边界 条 件 的 光滑 函数 w(x), 验 
证 (wu) 二 J (vw). 

4. 有 弹性 基础 的 梁 , 位 移 u(xz) 满 足 边界 条 件 (0) 二 wu(1)= 二 0,w (0) 二 ww (1) 二 0. 其 总 
势能 可 表示 为 


J(a) = 工 | [ie 十 ET 人 3 #] + 2fu jd 


试 从 最 小 势能 原理 列 出 wu 所 满足 的 微分 方程 定 解 问题 . 
5. 微分 方程 的 定 解 问题 


as + = = f， a 二 工 达 0， 
ul(a) =- 0,u(b) = 一 0 ， 


其 中 记 z) 三 加 二 0,9Cz) 三 0. 试 推 导 对 应 的 Ritz 形式 及 Galerkin 形式 的 变 分 问题 ,叙述 
及 证 明 二 三 个 问题 之 间 的 关系 . 
6. 将 上 题 的 边界 条 件 换 成 下 列 条 件 : 


(1) ula)=0,p(6)——— 十 au(5) = 二 g ,其 中 a 宇 0. 


(2) pla Dr kg 站 0 ,其 中 a 衬 0. 


(3) KGCa) 王 zy CO) 一 2 
其 他 要 求 同 上 题 . 
7. 二 维 的 微分 方程 定 解 问题 
—V*e(kVu=f, (ry) 人， 
| 0 
其 中 有 一 ACz,y) 三 如 二 0, 试 推导 对 应 的 Ritz 及 Galerkin 形式 的 变 分 问题 . 叙述 及 证 明 3 
个 问题 之 加 的 关系 . 
8. 平面 区 域 2 的 边界 20 分 为 互 不 重 登 的 两 部 分 90， 和 oa0:. 微分 方程 的 定 解 问 题 为 
一 Au 一， 人 (zyyh) E02, 
ao 一 0， [to] = 帮 。 
其 中 a 三 0,n 为 92 上 的 外 法 癌 , 试 推导 对 应 的 Ritz 及 Galerkin 形式 的 变 分 问题 ,叙述 及 
证 明 3 个 问题 之 间 的 关系 . 
9. 轴 对 称 的 定妆 温度 场 二 u(r,z) 满 足下 面 的 方程 和 边界 条 件 : 
- [= Ab + |= 了 


rr dr 


—k-| =a(u—w) 
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试 推导 对 应 的 Ritz 及 Galerkin 形式 的 变 分 问题 ,其 中 0 如 图 6. 5. 


10. 设 J (wu) = 二 || (Au)’ drdy— | fuadrdy 在 K=|« |u EC’ (0),u|0 = 
n 0 : 


-0| 达 
可 人 


到 最 小 , 且 wEC*(Q). 试 推导 对 应 的 微分 方程 定 解 问题 . 
11. 用 Ritz 方法 或 Galerkin 方法 解 以 下 各 题 : 


2 
i [ee i i 
: a 


u(0)=0,， u(l1)=0. 
3 
用 试探 负数 » cx (1— xz). 
3 


二 ww 


C8 ay 有 |， 


u(0)=0, zw (1)=0. 
Q) 用 满足 约束 边界 条 件 的 试探 函数 cz 十 cz 并 
用 满足 约束 边界 条 件 和 自然 边界 条 件 的 试探 函数 az (1 和 至) 


dx” 
ul(0)=1, ww (1)+2u(l)=1. 
用 二 次 的 试探 函数 . 
du 
(4) | dz 
Wa u(l1)=0. 
Q) 用 试探 遇 数 cx(l1 一 Xx) 十 cox (1 一 xz). 
用 试探 轴 数 cx(e” 一 e). 
12. 用 Ritz 方法 或 Galerkin 方法 解 二 维 边 值 问 题 
人 Au 一 TZy， (Cry) GE 人 


2 
[ee sa 


er ， 0<T<1， 


u Ew = 0， 
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其 中 0Q=={(z,y)10 二 zx 二 1,0 二 y 达 1). 试探 函数 空间 的 基 选 为 
p1 一 SInTZSInTY， p2 一 SInTZSInZTY， 
Pp3 一 SInZTTSInTY， pi 一 SInCTZSInDLTY， 
(注意 基 明 数 的 正 交 性 ). 
13， 用 Ritz 方法 或 Galerkin 方法 解 二 维 边 值 问 题 
一 Ar 一 2 十 y) 一 人， 二 CC ds 
Iu(0,y) = y， 站 
gz ou, . 
37(1») ~ 2—2y—y， ee ne 
其 中 Q={(zx,y)10 二 zx 三 1,0 二 y 二 1}. 
中 设 近 似 解 为 x 十 y? 十 cixy. 
地 设 近 似 解 为 工 十 y* 十 cixXy 十 coTXy(z 十 y). 
14. 对 于 边 值 问 题 


2 

一 人 = f(z)， 0 二 Zz 二 1 
7 

u(0) 一 0， u(l) = 0. 


分 别 取 基 因数 vp;(x) 二 sinixz,i 二 1 NN 和 wi;(z) 二 x (1 一 X) ,i 二 1,…,NN, 用 
(1) 最 小 二 乘法 . 
(2) 配置 法 ,其 中 配置 点 取 为 等 距 的 
Ti 一 (一 1])CN 一 1)， i1=1,*…,N. 
(3) 子 区 域 配置 法 ,其 中 子 区 域 取 为 等 分 的 区 间 [于 | ,i 二 1],*…,N. 


试 列 出 所 得 到 的 代数 方程 组 . 
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一 般 来 说 ,用 差分 方法 解 偏 微分 方程 , 解 得 的 结果 就 是 方程 的 准确 解 函 数 在 节点 上 的 
近似 值 . 而 用 上 一 间 讨 论 的 变 分 近似 方法 求解 ,是 将 近似 解 表示 成 有 限 维 子 空间 中 基 屿 数 
的 线性 组 合 . 在 古典 变 分 方法 中 ,这 样 的 基 范 数 一 般 采用 窜 函 数 和 三 角 函 数 等 初等 函数 ， 
叉 要 求 在 区 域 的 边界 上 满足 边界 条 件 , 如 果 是 二 维 或 三 维 的 不 规则 区 域 ,这 样 的 基 函 数 往 
往 很 难 构 造 出 来 . 所 以 ,古典 的 变 分 方法 虽然 是 得 到 近似 的 解析 解 ( 与 差分 方法 不 同 ) ,但 
是 对 一 般 的 区 域 , 却 往往 难以 实现 . 以 下 我 们 讨论 的 有 限 元 方法 ,也 是 基于 变 分 原理 ,由 于 
选择 了 特殊 的 基 郴 数 , 使 它 能 适用 于 较 一 般 的 区 域 . 这 种 基 哺 数 是 与 区 域 的 剖 分 有 关 的 ， 
近似 解 u 表示 为 基 函 数 的 线性 组 合 , 而 线性 组 合 中 的 系数 ,又 是 剖 分 节点 上 或 其 导数 的 
近似 值 . 所 以 有 限 元 方法 既是 基于 变 分 原理 ,又 具有 差分 方法 的 一 些 特点 ,并 且 适 合 于 较 
复杂 的 区 域 和 不 同 粗 细 的 网 格 . 正 是 因为 具有 这 些 特点 ,20 世纪 60 年 代 以 来 ,有 限 元 方 
法 的 理论 和 应 用 得 到 迅速 的 发 展 ,适用 范 肝 也 愈 来 愈 广泛 . 

下 面 我 们 先 就 简单 情形 讨论 基 困 数 的 选取 和 有 限 元 方法 的 全 部 计算 过 程 ,然后 讨论 
较 复杂 的 基 函 数 . 和 第 6 章 一 样 ,我 们 分 别 讨论 一 维和 二 维 的 情形 . 
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本 下 主要 通过 一 个 例 于 说 明 一 维 问题 的 有 限 元 方法 .我 们 要 讨论 的 微分 方程 边 值 问 


一 [zc 至上 qzZ)U 一 三 4 二 工夫 D， <] 1) 
(Pi) 本 
“oO 机 tA (iy 却 


po 是 一 个 营 数 .对 应 (P,) 的 Galerkin 变 分 问题 是 

求 UE So ' 使 得 | 

(P,) / 四 (1. 3) 
D(u,v) — Fl(v)=0, VvE Si. 


本 | 


0 lz | 六 十 [到 本 | dz 有 意义 ,va) = (1.4) 
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| C 2 Ge gv ]de + eu Ch) vb), (1. 5) 
和 
FPF(v) = | fvudz gv (6b). (1.6) 


当然 我 们 也 可 以 写 出 对 应 (Pi) 的 Ritz 变 分 问题 (P;), 但 是 我 们 以 下 的 讨论 都 从 (P;) 
出 发 . 


1.1 单元 襄 分 及 试探 函数 空间 的 构造 


我 们 对 [La ,oj 进行 剖 分 , 设 节 点 zo zi,，…,ZzN 满足 
a 二 Xo 二 XI 二 "< 二 XN 二 4， 

这 样 得 到 的 子 区 间 e; 二 [| zz CG 一 1, 2 N) 称 为 “单元 ” 单元 e 的 长 度 几 ,一 工 一 
二 亿 h=maxh:; F 

在 上 述 齐 分 的 基础 上 ， 我 们 来 构造 S% 的 有 限 维 子 空间 . 仍然 考虑 比较 简单 的 基 函 数 ， 
例如 多 项 式 .在 数值 分 析 课 程 中 我 们 各 追 ( 例 如 ,参考 文献 L2j) ,构造 次 数 很 高 的 多 项 式 通 
党 并 没有 优点 ,所 以 我 们 先 考虑 在 每 个 单元 上 为 线性 的 函数 , 即 考虑 [a,6b5] 上 的 分 段 线 性 
羡 数 vi , 它 满足 : vi 在 La,5b] 上 连续 ,而 且 在 每 个 e 上 是 线性 卫 数 (i 二 1,2,… ,NN) ,所 有 满 
足 这 些 条 件 的 函数 构成 集合 U;. 

定义 1.1 UU 二 人 vi|v ECla,bj],v, 在 每 个 e; 上 为 线性 图 数 }， 

当然 ,这样 定义 的 集合 和 剖 分 是 有 关 的 ,所 以 我 们 加 上 了 下 标 h, 容 易 验 证 ,Ui 是 实 
数 域 上 的 一 个 线性 空间 ,者 记 


| [+ (器) ]* 有 意义] ， 


则 UU 是 S' 的 一 个 线性 子 空间 . U; 中 的 函数 图 形 如 
图 7. 1 所 示 . 

不 难 验 证 ,U 的 维 数 是 N 十 1, 其 上 的 一 组 基 函 数 
可 以 选 为 以 下 的 一 组 N 十 1 个 线性 无 关 的 函数 : 


3 {’ 


OO xo XN NWN 丰 


图 7.1 
po ee w 
(tr 11 
0， | = 
0 ， nn ~ ,i 
一 六 一， Til 证 A 
$b; (TX) me z z 一 2 一 下 
一 ， 二 
| 


市 更 二 
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人 2 


这 组 基 荫 数 的 图 形 如 图 7. 2 所 示 . , 
值 非 零 . 而 在 各 节点 上 基 清 数 的 函数 值 为 0 或 1, 即 
1]， 1 = 


Ea to i 关上 ， 


i,k 一 0,1],* ,NN., 


(1.8) 
U; 中 的 任意 函数 ww 可 以 表示 为 基 力 数 的 线性 
组 合 , 即 
Va (TX) 一 Tobgo(z) 十 mb) 十 … 
二 vwbNn(7T), Zz ELzxo ,znj, (1.9) 
其 中 vw; 二 v(x;) ,j= 二 0,1,…,N, 即 (1.9) 式 中 线性 图 7.2 
组 合 的 系数 ww ,vi ,… ,vn 分 别 是 图 数 wu 在 让 点 Zoyzi, ,ZN 上 的 值 , 而 在 单元 e:; 上 ,有 
Un (TI) = vg (TT vdi (Tr) 


> (1. 10) 
十 CL e 和 人 人. C [x el 


h:; 

U; 是 S 的 一 个 NT 二 1 维 的 子 空 间 ,如 于 我 们 要 找到 变 分 问题 (P, ) 中 国 数 空间 So 的 
一 个 有 限 维 子 空 间 , 可 以 在 心中 的 图 数 风 加 上 (ea) 王 0 的 条 件 . 

定义 1.2 V,={v,|v, EU,,v,(a)=0}. 

在 所 作 的 剂 分 下 ,人 友 是 所 有 满足 左 吴 齐 次 边界 条 件 的 连续 分 段 线性 图 数组 成 的 集 
合 , 它 是 S55 的 一 个 N 维 子 空间 , 它 的 基 范 数 可 以 选择 为 {f(x) ,$2 (XT),… ,$n (xz)} ,Vs 中 
的 任 一 函数 可 以 表示 为 

U(x) 一 mW 人 (Z) 十 … 十 wdNCz)， 工 ELzoyzN|]， 

其 中 VU,(Ti)—=v;, 1=1,2,"",N. 


1.2 有 限 元 方程 的 形成 


我 们 已 经 构造 了 So 的 一 个 NN 维 了 于 空间 Vi; ,和 一 般 的 Galerkin 近似 方法 一 梓 , 可 以 
考虑 变 分 问题 (P; ) 的 一 个 通 近 问题 : 
求 刀 EV 使 得 
[pe es — Fl(v)=0, Vwv,€E VV. 
设 Vi 中 的 困 数 z (Zr) 为 (P, ) 的 解 ,mw (ZX) 为 V 中 任意 的 图 数 ,以 
N N 


人 ( 工 ) Dugj (zx) ' Th Le Dvigilz) 


| 


(P,) (1.11) 
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代入 (1.11) 式 , 便 得 到 wi ,… ,wun 满足 的 线性 代数 方程 组 
Dj Dgis$ uw — FF) =0, i=1,2,.,N. (1. 12) 


un ， 得 到 wu (xz) ,但 是 用 于 实际 计算 的 有 限 元 程序 ,往往 米 用 如 下 逐 元 计算 的 过 程 . 
首先 ,把 (1.11) 式 的 逼近 问题 (P;) 写 成 : 求 uw EV ,使 得 


> Oe 人 oe 2 + gerws Jdr + ous (Dv (D) 
(1.13) 
一 > | fordzr gv (b), Vv ECE We. 
i 二 1 ”和 


在 计算 过 程 中 ,我 们 不 是 把 方程 组 (1. 12) 系 数 窍 阵 的 每 个 元 系 D(4i;,$;) 按 i 和 j 顺序 依 
次 计算 ,而 是 按照 (1. 13) 式 逐个 单元 计算 其 积分 值 , 再 昧 加 起 来 得 到 方程 组 (1. 12) 的 系数 
矩阵 和 非 齐 次 项 回 量 . 下面 分 几 步 具体 描述 . 

(1) 计算 “单元 刚度 矩阵 ”和 “单元 答 载 回 量 ”. 

我 们 先 考 虑 ws ,v EU 的 情形 , 即 we 和 暂时 不 必 为 零 ,推导 出 的 计算 公式 最 后 才 
加 上 一 mm=0 的 约束 条 件 . 

对 于 vw EU ,在 e;: 上 有 

U(X) = vb TH vg$i rz), XE Lx;zxij, 
用 和 矩阵 运算 的 记号 , 记 为 
v(x) = No 

其 中 NN 是 一 个 1X2 的 矩阵 , wv。 是 一 个 2X1 的 矩阵 ,或 看 成 一 个 二 维 的 列 向 量 : 


i | 


容 多 得 到 
do 万 ， 
dx hy l 
其 中 
dNi(z) dMi(zx) 1 1 
B= | = 
同 理 有 
1 LE = Nu . I Cz) = Bu . 
i dx , 
其 中 
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引入 上 述 记号 后 ,(P,) 中 (1.13) 式 左边 的 积分 式 可 表示 为 
do | {dun 人 
| [2 全】 [ 壁 睹 qe Gu) | dz 


| [p(Bv,) (Bu,)+aq(Nv,) (Nu, )1dz 


_ oi {| LpBTB + aNTNJdz hu 


= vIK. u., (1. 14) 


; 
五 


Ti i i Riili1 Ril,: | 

K. 一 |  (pBTB 十 NTN)dz 一 | (1. 15) 
| Tl Ri Ri; 

ks ;1 一 二 | pz)dz 十 | dgCz)N?(Cz)dzr， 


Riii1 一 有 El1,i 一 一 二 | pz)dz 十 | g(x)N(x)M. CT)dZ， 
Li Tl Ti—l 


kii; =— oT pz)dz 十 | ICZ)M; (xz) dx. 


注意 到 (1. 13) 式 中 左 端 除 积分 项 还 有 aw (5)v, (5) 的 一 项 ,所 以 在 最 后 一 个 单元 ew 的 积 
分 加 上 一 项 

tl Ui 一 VU, enr 2 

[i Ey 0 UU 网 
这 只 要 在 (1.15) 式 的 K。 中 ,将 元 素 RE 人 sw 改 为 

ky = | pz)dz 十 | gx) Ma Crz)dzr 十 w. 
“N* ZN-—l TN—l 
这 样 就 把 (1. 13) 式 左 问 的 az (5)v, (5) 一 项 “吸收 ”到 最 后 一 个 单元 ew 的 积分 式 中 去 了 . 
类 似 的 计算 可 将 (1. 13) 式 右 端的 积分 式 表示 为 
| ors = | (Nu) dz = veF.,, (1.16) 

其 中 : 


Ti fi . 
F. = | N fdz = | 加 | ， (人 1. 17) 


同上 的 分 析 ,最 后 一 个 单元 ev 上 的 积分 应 该 加 上 一 项 


0 
gvun (6) | | 
Ss 
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这 只 要 把 元 系 Fw 改 为 
Fy 一 | MGz) (rz)dzrg. 


在 有 限 元 方法 中 ， - 般 借用 力学 的 名 词 ,K. 称 为 “单元 刚度 和 矩阵",. 称 为 “单元 荷载 
向 量 ” 从 天. 的 表达 式 ,可 以 看 到 它 是 一 个 2 阶 的 对 称 和 矩阵 . 而 且 对 任意 的 二 维 向量 羽 = 


| 站 大 宇 有 
vs 上。 人 一 | Bea 十 gui [dz -0 
所 以 对 ;一 1,2,…,N 一 1 天。 是 非 负 定 ( 或 称 半 正定 ) 的 矩阵 . 如 果 gCz) 天 0, 则 它 是 正定 
的 . 对 于 天。 也 有 同样 的 结论 ,而 且 , 当 >0 时 ,天 亦 正定 . 
(2) 计算 “总 刚度 矩阵 ”和 “总 荷载 向 量 ” 
这 一 步 可 以 称 为 总 体 合成 . 经 过 上 面 的 分 析 ,我 们 可 以 把 逼近 问题 (P, ) 写 成 


N 
j=1 


> ve K.u, = >»3 veF., Vv €EV,, 
这 里 在 V; 中 取 过 上 所 有 的 vi， 也 就 是 在 
ozZ) 一 0) 十 go 人 (zz) 十 … 十 NON( 工 ) 
中 取 忆 不 同 的 系数 组 {vi ,vs ，,… ,vn} ,仍然 像 上 面 那 样 先 考虑 vw EU. 因为 上 面 两 边 的 和 
式 中 各 项 的 oz 和 没有 公 因 式 , 不 便 相 加 ,我 们 引入 两 个 列 向 量 


u = | zxo ,ui i i | E 了 RR v= | vo ,mi su | EC RN. 


再 引入 和 矩阵 
C， 一 ， 0 1 0 ,| RR2xCN+1) 
U 0 0 1 0 0 
第 第 
i 一 ] 3 
列 列 


容易 看 到 


这 样 ,(1. 14) 式 进一步 写成 
ve Ku, = v (CK.C, Mu= vv Ku, (1. 18) 
其 中 K。 二 Cr KC 是 一 个 NN 十 1 阶 窍 阵 , 容 多 计算 得 
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RE1,i1 Riil,i 第 i 一 1 行 
kK, = z es 
i ksi, ke 第 i 行 


第 i 一 1 列 第 i 列 
其 中 除了 标明 的 4 个 元 素 外 ,其 他 元 取 均 为 0. 实际 上 ,K。 只 是 K, 的 一 种 “扩大 ”, 即 把 K。 
的 4 个 元 素 对 应 放 在 一 个 N 十 1 阶 和 矩阵 的 第 i 一 1 和 i 行 ( 列 ) 的 2 阶 对 角 块 之 中 ,而 K, 的 
其 他 元 素 均 为 0. 上 面 引 入 的 C. 只 是 为 了 书写 的 方便 ,实际 的 程序 只 要 把 K。 的 4 个 元 素 
放 到 K。 相应 位 置 即 可 . 
同 理 , 可 将 (1. 16) 式 右 端 进一步 写成 

veF. 一 7 下。 (1. 19 ) 

其 中 


示 一 cz 二 Fi | 第 i 一 1 行 
| Fe | 第 i 行 ， 
未 标明 的 元 素 均 为 0. F, 是 N 十 1 维 的 向 量 , 它 也 只 是 F, 的 “扩大 ”, 即 把 F, 的 两 个 元 素 
放 到 N 十 1 维 回 量 对 应 的 位 置 上 . 
将 (1.18) 式 和 (1.19) 式 代入 (P,) 的 等 式 


N N 
>» Wm -= i 本 
i 二 1 i 二 1 


v' (Ku—F)=0, (1. 20) 


K = SK EC RMDXNID FF-= VF CE RTDXI 


i 二 1 


K 和 下 分 别称 为 总 刚度 矩阵 和 总 荷载 向 量 . 其 实 ,K 的 计算 ,只 要 将 K。 (i 一 1,2,…,N) 各 
自 的 4 个 元 素 分 别 在 适当 的 位 置 上 “对 号 和信 座 ”地 累加 .下 亦 类 似 . 

(3) 约束 条 件 的 处 理 

前 面 两 步 只 考虑 ww EU ,v EU,. 为 了 满足 变 分 逼近 问题 (P; ) 中 ,wv EV 的 要 求 ， 
今 wo 二 0,vwo 二 0,(1. 20) 式 写成 
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| 0 ,mi 本 | () 


A 


a 
或 写成 
v'(Ku—F)=0, (1. 21) 
其 中 K 是 K 划 去 第 一 行 和 第 一 列 所 得 到 的 N 阶 和 矩阵 ,而 wv ,wu 和 FF 则 分 别 是 v,w 和 下 划 
去 第 一 个 元 素 得 到 的 N 维 列 向 量 . 
由 于 (P, ) 中 (1. 13) 式 要 求 对 一 切 v, EV 成 立 , 所 以 (1.21) 式 要 求 对 任意 的 向 量 v = 
[zw ov]TERN 均 成 立 ,我 们 得 到 &=[ ,ax 满足 的 线性 方程 组 
Kr 一 下 一 0. L120 
线性 方程 组 (1.22) 的 系数 矩阵 天 是 对 称 的 三 对 角 阵 ,而 且 K 也 是 正定 的 . 这 是 因为 
对 任意 的 vw 二 [vsvy |'ER", 今 vv, 二 0, 有 


0 
~ ~ 1 
VU Kv = [0 st 9 ””” ,Uv |K 
UN 
Un 
N 、 
| 
一 [vo 1 ,UN | ( > K. ) 
i 二 1 . 
Tn 


~N 
= 2 veK, vo 
下 于 时 


-一 3 [P(X) (BD, 有 起 六 ]dz oun = 


二 1] 


这 里 用 到 条 件 p(x) 三 po 二 0， g(x) 0 和 ua 三 0. 耕 上 式 等 于 0, 则 有 
Bu =0, i= 1,2,.…,N, 
即 


因此 有 mm 一 和 王 … 一 vw. 又 wo 二 0; 所 以 有 二 vw 二 … 二 vw 二 0, 即 v 只 能 是 RN 中 的 零 向 
上 面 的 约束 处 理 方法 ,是 将 N 十 1 阶 和 矩阵 玉 划 去 第 一 行 和 第 一 列 ,得 到 N 阶 的 矩阵 
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K. 在 实际 的 程序 中 ,将 要 重新 排列 矩阵 元 素 的 存储 次 序 , 会 引起 一 些 麻烦 . 另 一 种 做 法 可 
以 保持 一 个 N 十 1 阶 的 方程 组 , 即 在 KK 中 将 wo 改变 为 1, 第 一 行 和 第 一 列 其 他 元 系 变 为 
0,F 也 改变 为 0, 这样 得 到 的 线性 方程 组 是 


1 0 |]faw 0 : 
,和 1 
0 Kjlu F 
其 系数 矩阵 仍然 是 对 称 正 定 的 . 解 出 w= 二 0; 而 吉 ,…… ,un 则 和 (1.22) 式 的 解 完全 相同 . 这 
样 要 解 的 方程 组 虽然 高 了 一 阶 , 但 程序 比较 简单 . 在 各 种 有 限 元 程序 中 ,还 有 其 他 约束 处 
理 的 具体 方法 . 
以 上 我 们 是 在 单元 训 分 的 基础 上 ,利用 分 段 线性 搬 值 图 数 构 造 出 有 限 维 子 空 间 . 然后 
按 蛙 元 计算 单元 刚度 矩阵 和 奏 载 回 量 , 即 每 个 单元 对 总 刚度 矩阵 和 总 衔 载 回 量 的 贡献 , 骨 
将 它们 对 应 累加 起 来 ,得 到 总 刚度 矩阵 和 总 荷载 呵 量 . 最 后 进行 约束 人 处理, 形成 了 有 限 元 
方法 的 代数 方程 组 ,从 方程 组 解 出 的 澡 ,… ,un 就 是 w(x) 在 节点 上 的 近似 值 , 而 近似 解 可 
以 表示 成 和 (x) 十 … 十 un$n (ZX). 如 果 认 为 这 个 近似 解 不 够 精确 ,我们 可 以 使 训 分 更 细 ， 
即 节点 取得 更 多 . 这 样 就 有 一 个 收敛 性 与 误差 估计 的 问题 ,这 方面 的 问题 用 到 的 数学 工具 
较 多 ,理论 也 较 深 ,本 书 就 不 讨论 了 . 男 一 方面 ,我 们 也 自然 想到 ,如 果 不 末 用 分 段 的 线性 
插值 ,而 采用 分 段 的 高 次 插值 ,将 会 得 到 更 好 的 近似 . 在 后 面 还 会 讨论 高 次 插值 问题 . 
上 面 所 举 的 例子 ,在 一 端的 边界 条 件 是 第 一 类 的 齐 次 条 件 , 男 一 端 是 第 三 类 的 边界 条 
件 . 至 于 非 齐 次 的 第 一 类 条 件 和 第 二 类 条 件 等 其 他 边界 条 件 的 情形 ,也 可 类 似 地 计算 .这 
些 情形 对 应 的 变 分 问题 已 经 在 上 一 半 讨 论 过 了 ,至 于 有 限 元 方法 的 具体 计算 公式 , 留 给 读 
者 作为 练习 ,本 章 习 题 中 有 这 方面 的 例子 . 此 外 ,我 们 的 推导 是 从 Galerkin 变 分 原理 出 发 
的 , 硅 从 Ritz 变 分 原理 出 发 ,也 可 得 到 同样 的 结果 ,这 也 留 给 感 兴趣 的 读者 做 练习 . 


1.3 数值 例子 


我 们 用 一 个 简单 的 例子 来 复习 一 过 一 维 问题 的 计算 过 程 .考虑 边 值 问题 
区 


一 


u(0) =0, ww (1) = 0. 


一 2， 0 二 工 二 1， 


对 应 的 变 分 问题 是 
求 wu EE Si, 使 得 
1 ] 了 1 
| du dedz 一 | 2vdzr = 0， 是 有 
0 dz dx 0 

其 中 


9 | 也 


1 \2 z 
| 总 有 图 [dr 有 意义 ,v(0) 一 0 上 
0 dx | 
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(1 忆 ) (3) 出 h; h -全 -人 人， 1 一 外 
0 ] 2 3 4 4 
x=0 x= 了 x= 上 x= x=1 要 上 
4 2 二 N = Lz sd 二 i]1 _ ? 
图 7.3 


所 以 单元 刚度 矩阵 
= araac= 3 n= 1 -aas 
RK | Bdz | 下 Lol | | ] 5 i ] ,2,3,4. 


单元 何 载 癌 量 


| - dx 


F, = | Nfdr—2 -i -可 |， i 一 1 ,2 ,3 ,4. 
| ei | TT Xl jy 1 
2 hh 
如 末 把 单元 刚度 矩阵 “扩大 ”, 得 到 
i 1 0 
—1 1 1 一 1 
天 ,一 过 0 ， 天 。 一 二 = ， 
0 0 
0 0 
并 .和 到. 也 可 类 似 写 出 . 单元 荷载 向 量 的 “扩大 "为 
1 0 
1 1 
F, =h0|, F,=h|1|, 
0 0 
0 0 
F, 和 F, 也 可 类 似 写 出 . 然后 进行 于 加 ,得 到 总 刚度 矩阵 和 总 荷载 向 量 
1 —1 0 
| —1 1+1 一 1 
K=— > 天。 一 二 -1 1+1 一 1 
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3 0 
1 2 一 1 
= 一 = , 
-1 2 一 1 
0 -1 1 
加 出 1 
, 1 十 1 2 
F= DF, =h1+1|=h|2.|. 
1 十 1 2 
1 1 


最 后 ,考虑 到 约束 条 件 u(0) 二 0, 即 令 wo 二 0, 并 在 天 中 划 去 第 一 行 和 第 一 列 , 下 中 划 去 第 
一 行 ,得 到 线性 方程 组 


于 ] 2 1 
可 以 解 出 1 ”a 16 9 3 ”Te ==]， 


顺便 指出 ,在 这 个 例子 中 ,矩阵 天 不 是 正定 的 ,其 行列 式 之 值 为 零 , 经 过 约束 处 理 后 
得 到 的 方程 组 ,其 系数 窍 阵 才 是 正定 的 ,这 时 方程 组 有 惟一 的 解 . 
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用 有 限 元 方法 解 二 维 问题 ,首先 要 对 二 维 区 域 2 进行 训 分 ,这 上 比 剂 分 一 维 的 区 间 更 
为 复杂 ,也 可 以 有 更 多 的 训 分 方法 . 这 里 我 们 首先 介绍 比较 侧 单 而 且 实 用 的 三 角形 剖 分 ， 
在 每 个 三 角形 元 上 用 线性 插值 . 本 节 我 们 以 Poisson 方程 第 三 边 值 问题 为 例 说 明基 本 的 
运算 方法 .我 们 讨论 的 定 解 问题 是 


一 Ax = 请 (Try) 和 人， 人 
天 十 ou 一 5， (zy) € 30， (2 


其 中 天 是 02 上 的 外 法 线 方 问 .ac 和 sg 是 22 上 的 连续 图 数 ,a 一 ca(Czyy) 三 0. 引 入 记 每 


二 fo 省 [z 十 网 ] 十 (FE) Jaray 有 意义 | ， 
对 应 于 边 值 问题 (2. 1),(2. 2) 式 的 变 分 问题 是 
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求 w GE SI， 使 得 
Se (2. 3) 
D(usv) — F(v)=0, VvES', 
其 中 
D(usv) = | Vu * Vudrxdy +| auvds, (2.4) 
， 可 局 
n 
F(v) = ||fodrdy +| gvuds. (2 
an 
n 


2.1 单元 前 分 及 试探 范 数 空间 的 构造 


(1) 三 角形 训 分 

我 们 将 2 剖 分 为 一 组 三 角形 的 组 合 , 这 些 三 角形 除了 它们 的 边 外 ,内 部 是 互 不 重 土 
的 .在 这 样 的 剖 分 下 ,用 折线 代 蔡 902 ,也 就 是 把 2 近似 看 成 一 个 多 角形 区 域 . 每 一 个 三 角 
形 称 为 一 个 单元 ,它们 的 顶点 称 为 市 点 ,每 一 个 单元 的 顶点 ,只 能 是 相 邻 单元 的 顶点 ,而 不 
要 是 相 邻 单元 的 非 顶 点 . 同时 要 注意 训 分 时 尽量 不 要 出 现 大 钝 角 的 三 角形 ,这样 的 三 角形 
有 一 条 边 与 其 他 边 相 比 很 大 ,将 会 影响 计 算 的 精确 度 . 如 果 事 先 能 估计 到 在 2 中 未 知 阴 
数 x 变化 剧烈 的 部 分 ,可 以 在 该 处 网 格 分 得 密 些 .在 wx 变化 平缓 的 部 分 ,网 格 可 以 分 得 稀 
些 , 这 样 的 剖 分 比 一 般 的 差分 方法 更 灵活 , 见 图 7.4. 

对 于 方程 有 间断 系数 的 情形 (如 第 6 草 3.3 市 所 
述 ) ,应 该 用 折线 通 近 间断 的 内 边界 ,并 使 折线 的 每 
段 都 成 为 三 角形 单元 的 边 . 如 果 边 界 条 件 中 也 出 现 


划分 好 单元 之 后 ,对 单元 进行 编号 ,一 般 的 单元 
记 为 ei,k 二 1,2,… ,NN。. 这 里 N。 是 单元 的 总 数 . 对 节 
点 也 进行 编号 ,一 般 的 节点 记 为 P;, 其 坐标 为 (x;， 
0) 一 1,2,……,N ,这 里 市 点 共有 Nj 个 .在 编 好 号 以 后 ,zx; 和 yy 是 规定 好 了 的 值 . 应 该 
注意 节点 的 编号 顺序 对 下 面 将 要 讨论 的 总 刚度 窍 阵 的 市 宽 有 关 , 所 以 要 适当 地 编号 ,在 本 
章 习 题 中 将 看 到 这 方面 的 例子 . 

(2) 试探 函数 空间 的 构造 

按 以 上 的 训 分 方法 ,我 们 认为 0 是 一 个 多 角形 区 域 , 它 的 边界 390 是 一 条 封闭 的 折 
线 . 记 0 二 QU9Q. 我 们 希望 边 值 问题 的 近似 解 函 数 在 0 上 是 一 个 连续 函数 ,而 在 每 个 三 
角形 单元 上 , 它 是 一 个 xz,y 的 线性 图 数 . 这 样 , 我 们 便 可 以 构造 试探 函数 空间 U; ,其 中 忆 
记 上 述 前 分 中 所 有 三 角形 的 最 大 边 长 . 如果 hh 一 0, 那 就 表示 了 剂 分 无 限 进行 的 过 程 . 对 于 
一 种 三 角形 训 分 , 作 下 面 的 定义 . 

定义 2.1 UU, 二 {vi|v EC(Q), 在 每 个 e 上 w 是 线性 函数 }. 
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显然 ,大 v, EU;,v, 就 是 2 上 的 连续 分 片 线性 函数 ,vi 在 e; 上 是 z,y 的 一 次 多 项 
式 . 它 在 es 上 的 几何 图 形 就 是 一 个 平面 上 对 应 于 ex 的 三 角形 部 分 ,如 图 7.5, 而 在 2 上 的 
图 形 就 是 由 这 样 的 三 角形 拼接 起 来 的 . 而 且 , 可 以 验证 这 样 的 分 片 线 性 函数 空间 U， 是 S: 
的 一 个 有 限 维 的 子 空间 . 


图 7.5 和 7.6 


(3) 单元 上 的 线性 插值 多 项 式 
我 们 先 讨 论 U; 中 的 函数 在 一 个 单元 e。 上 的 表达 式 . 设 e 是 任意 一 个 三 角形 单元 ,其 
顶点 为 P;,P;,P;. 我 们 规定 i,j,m 按 逆 时 针 顺 序 排列 ,如 图 7.6 所 示 . 在 e 上 的 线性 困 数 
wzyy) 的 表示 式 为 
2 (CTZyy) 一 GT 十 py 十 c， (zyy) Ce. (2. G6) 
其 中 a ,b,c 为 待定 的 常数 . 设 wl(z,y) 在 P;,P; 和 P, 上 的 函数 值 分 别 为 
[wi = ws (Ti yi) 
| 一 un (Xj yi)， 
一刀 (Czoyyn)， 
根据 wx 和 zx 可 以 定 出 ao,c. 为 此 ,将 上 式 代 和 人 (2.6) 式 ,得 到 
a7; TT by; 二 c= ui, 
| by; 二 c= 二 wj， (2.7) 
db 
(2.7) 式 是 以 a,b,c 为 未 知 数 的 线性 方程 组 . 当 i,j ,m 按 逆 时 针 有 顺序 时 ,e 的 面积 


Ti Wi 1 
A = 一 SR (2. 8) 
ee 


所 以 (2.7) 式 的 解 可 表示 为 
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1 (aiui; 二 aju; TT anun)， 


“2A 
b = 2 (Du 十 Li 十 ba ) 和 
| 
C 一 DA CH eu TT cnaun)s 
其 中 
.Vi ] Vm ] Vi 1] 
他 一 一 i 一 本 th OO—— 和 
Vm 1 Vi ] i ] 
Tx: 1 | z Ey | 
b. es 和 pb; 一 ' pp. . 
-| | 吉 J 
TT Yi Tm Vm Ti Vi 
Ci 一 和 Ci CO 3 Cm 一 
mm Vm i Vi i i 


代 回 (2.6) 式 ,得 到 
hp (vy) N(x 3 YI UU; 十 N; (XT, YI); 十 人 (TY . 
其 中 


N(x yy) 2A. (ut TT by er)s 


同 理 可 有 Nj;(z,y) 和 N(x,y) 的 一 次 函数 表示 式 , 最 后 写成 


TT vy 1 
四 下 
NGCzryy) = 2A. i Yi ] . 
和 
下 1 
四 ] 
N;(zT,Y) - 2A, rm Vm ] bE 
Ti Yi: 1] 
xT YY | 
N(xsy) = 去 Zi yi 1 
Zi 2j 1 


(2. 9) 


(2. 10) 


我 们 注意 到 ,在 这 些 公式 中 ,如 果 我 们 写 出 了 第 一 个 式 子 (例如 , (2.10) 式 中 NiCzyy) 
式 ), 则 其 他 的 式 子 (Nj;(z,y) 和 N(x,y) 式 ) 可 以 通过 i,j,m 的 脚 标 轮换 得 到 . 即将 第 一 


式 的 脚 标 i 换 为 j ,j 换 为 m,m 换 为 i 束 可 得 到 第 二 式 . 再 换 一 次 得 第 三 式 . 


引入 1X3 的 窍 阵 N 和 列 癌 量 ,: 


Us 一 | a; 9 ti um 上 | 


(2.11) 
(2. 12) 
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则 在 e 上 有 


Un = Ur (XYy) = Nu,, C2. 13) 
并 且 ww (x,y) 的 构 度 癌 量 可 以 表示 为 
9 us 
gx 
Vus = = Bu.,, (2. 14) 
dy 
其 中 
aN; aN, 9N, 
B=| ~ -去 |， | (2. 15) 
ON aN; 9N, eAc|b; b; b, 


9y 9y dy 

(2.9) 式 和 (2.13) 式 就 是 e 上 根据 三 角形 的 三 个 顶点 上 的 函数 值 i ,wj ,us 作出 的 线 
性 插值 函数 . 而 e 上 任意 一 个 一 次 函数 都 可 以 写成 (2.9) 式 那样 的 N;,N; 和 NN 三 个 函数 
的 线性 组 合 , 其 系数 正好 是 图 数 在 对 应 顶点 上 的 全 .我 们 称 N;(zx,y),N;(zx,y),N, (zx,y) 
为 e 上 的 线性 插值 基 范 数 . 不 难 验 证 

Ni; (Xx, Vy) = 村 De Eyl = £47 srs 
], k=iL, 

它们 的 图 形 如 图 7.7 所 示 . 在 很 多 著作 中 ,(2.9) 式 的 几 (Czy) 称 为 e 上 的 形 函 数 , N 称 为 
形 函 数 矩 阵 . 


2 


如 果 (2.9) 式 中 的 ww, (z,y) 在 e 上 分 别 取 为 负数 1,z 和 ,就 得 到 恒等式 
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NT 二 Ni 十 N，, 王 1， 
AN (2.16) 
yalN ;十 yilN; TT ysNs = y. 
也 就 是 次 零 次 和 一 次 图 数 1,z 和 y 的 线性 插值 交 数 就 是 它们 日 已 . 
(4) 试探 冰 数 空间 的 基 国 数 
上 面 已 经 定义 了 Ui 是 三 角形 训 分 下 连续 分 请 线性 函数 的 集合 , 它 构 成 了 实效 域 上 
的 线性 空间 .在 每 个 单元 ee 上 ui (xz,y) 的 表示 式 已 经 写 清楚 了 .不 难看 到 ,0Q2 上 的 每 一 个 
分 片 连续 函数 , 即 U; 中 的 每 一 个 函数 ,都 可 以 表示 成 U; 中 的 基 困 数 gCzyy)(G 一 1， 
2,…,No) 的 线性 组 合 . 而 基 孙 数 大 (zy) 是 如 图 7.8 所 示 的 高 度 为 1 的 “ 角 锥 函数 ”. 如 果 
点 P; 是 在 92 上 , 则 “和 角 锥 ”的 某 些 平面 将 是 平行 于 z 轴 的 铝 耳 平面 . 
我 们 注意 到 ,每 一 个 基 沙 数 对 应 一 个 廊 挟 ,所 以 U， 是 一 个 Ns 维 的 空间 .U 中 的 每 
一 个 羡 数 w(x,y) 均 可 表示 为 


un (X,Y) = Sak (zy)， (X,Y) EQ, 


其 中 下 是 zk 人 zy 在 了， 点 的 函数 值 ,每 -个 基 力 数 点 (zyy) ,在 己 ;点 的 图 数值 为 1, 而 且 
在 (2 上 只 有 在 P; 点 附近 本 数值 不 为 零 . 


2.2 有 有限 元 方程 的 形成 


试探 函数 空间 选 定 后 , 变 分 问题 (2. 3) 就 用 下 面 的 近似 变 分 问题 代替 . 
求 uw，E U; ,使 得 
Pa sv0) OO— Flv) =0, Vwv, EU,, 

其 中 的 D 和 下 仍 用 (2.4) 式 和 (2.5) 式 表示 ,它们 中 的 积分 式 要 还 元 计算 .我 们 把 第 nn 个 
元 记 为 e,, 它 的 边界 记 为 9e,. 如 果 e, 是 "边界 上 的 元 ”, 即 ae, 至 少 有 一 条 边 是 在 Q 的 边界 
oa02 上 , 则 把 这 部 分 边界 记 成 7, , (2. 17) 式 中 将 要 出 现 7, 的 线 积 分 项 . 如 果 e, 是 “内 部 的 
元 ”, 即 9e, 的 三 条 边 都 不 在 9Q2 上 ,将 不 出 现 对 应 它 的 线 积分 项 . 为 了 书写 方便 ,我 们 记 这 
种 情形 的 y, 为 空 集 包 ,在 空 集 上 的 积分 为 零 . 这样,(2.17) 式 可 以 写成 . 

求 wu, EU ;使 得 


(2. 17) 


N N 
2 Vas Vondzdy 十 | au ,Uds 
nn 二] 天 一 1 Yn 


NN 
= 站 warday+ > | gvunds, Vv, EU,. (2. 18) 


和 一 维 问 题 类 似 , 以 下 先 过 元 计算 积分 ,再 把 它们 着 加 起 来 . 
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(1) 单元 刚度 和 矩阵 和 单元 谷 载 回 量 的 计算 

设 单元 e， ,在 其 三 个 顶点 上 ,ww (zyy) 和 w(x,y) 的 尔 数 值 分 别 为 wu;， 2 
um 和 vi;,vj ,vm. 记 问 量 

Me。 一 | ai "Uj so | WV 二 | vw; > TU ,Um | . 

据 (2.13) 式 和 (2.14) 式 ,在 e 上 有 wi 二 Nu ,Vu 王 Bu。 , 同 理 纪 二 Nw ,Vv; 王 Bw. 其 中 
短 阵 NN 和 B 如 (2.11) 式 和 (2.15) 式 所 示 . 

(2. 18) 式 左 端 单元 e, 上 的 积分 可 写成 
| vo 。 Vu, drdy= | ) (Vu )dzdy 


[ 
ED Ls 


ee | 轴 = (Bu, )dzrdy 


= vIK,u,， (2 19) 
其 中 矩阵 
a; bb; 
K, = ||BrBdrdy = A,BT™B — -2 m "| 
"i ; A 


将 三 阶 和 矩阵 K。 写成 
ks ks ks 
KK = | Be bo | (2. 20) 
Rs Ey ks 
容易 验证 K。 的 元 素 


有 = (aa 259 (2. 21) 


如 果 e, 是 “边界 上 的 元 ”, 还 应 计算 (2.18) 式 中 7, 上 的 积分 . 现 设 7, 就 是 边 P;P;( 如 
果 是 其 他 边 , 只 需 将 下 列 计算 公式 稍 作 改变 . 如 果 y, 含有 人 P;P;iP,。 的 两 条 或 三 条 边 ,就 
要 计算 类 似 的 两 个 或 三 个 积分 ). 以 下 设 |P;P; | = ,我 们 在 PP;, 上 引 人 人 参数 上 为 P;P; 上 
线段 弧 长 ,对 应 P; 点 有 :一 0, 而 对 应 P; 点 有 1 二 1. 和 八 P;P;P; 上 的 线性 函数 NiCz,y) 在 
P;P; 上 可 以 化 为 t 的 一 次 函数 ,只 要 注意 到 Ni(ziy) 王 1 和 NiCzyy) 一 0, 就 可 写 出 


i 
ny i en 
同 理 有 
rt 
Nl | 


这 样 ,y, (这 里 为 P:P;) 上 的 积分 就 可 以 计算 出 来 : 
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] 间 
| aunvn ds 一 | a(Nw. ) (Nu )drt 一 ve Ku 
7 0 


其 中 


ks ks ks 
= i a 
人 上。 一 一 | aN' Nd Ri Rk R$ 本 (2, 22) 
0 me a -me 
Ra 
_ I 2 
Es 一 | «(1 地 | 三 ， 
ON ] 
一 ~ ft \r 
Le — Le 一 1 一 二 | 二 dz， 
人 一 人 | / 局 本 (2. 23) 


人 
这 样 ,和 右 e, 是 边界 上 的 单元 ,就 可 以 计算 出 边界 项 的 积分 . 右 e, 是 内 部 单元 ,只 要 K, =0 
即 可 . 总 的 来 说 得 到 


| va 。 Vu,dzxdy +| aunvu, ds = ve Ke (2. 24) 
其 中 
K. = K. +K., 


它 的 元 系 
ks 一 有 十 RS 一 711. 
我 们 把 天 。 称 为 单元 刚度 和 矩阵. 
同 理 可 以 计算 (2. 18) 式 右 端 的 积分 项 


| dzrdy = | va ) "fdrdy = ve F,,， 


其 中 


Ee [Nr ardy = | Fs |， C2 
en 下 。 
Fe ||IN.fardy ， 5 二 1,y,m. (2. 26) 


奋 e, 是 边界 上 的 单元 , 仍 设 7, 为 P;P;, 则 
| gvunds = | (Nw. ) gds = 下。 
Ea L 


其 中 
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| 1)ee 


pe a 
FF = Tj .= | Fe | 
EF 一 | N gds 上 | i 
Fe 0 { 
0 


若 。 是 内 部 单元 ,我 们 就 令 记 .一 0. 总 的 来 说 就 得 到 
Jo cady +| gvunds 一 ve FF, (2. 27) 
7 


Es 下。 十 下 。 a 
元 际 为 


F:=F|+F, s=i,j,m,; 
我 们 称 F, 为 单元 荷载 向 量 . 
(2) 总 刚度 矩阵 和 总 荷载 向 量 的 计算 
上 面 把 (2.18) 式 的 每 个 积分 式 都 表示 清楚 了 ,我 们 要 按 元 琶 加 起 来 . 设 
WW = (TD Vs UN, ) WE = (Cw yus LN WE 
它们 都 是 N， 个 元 素 的 列 阿 量 . 

对 于 一 个 单元 e, 来 说 ,节点 i,j,m 是 逆 时 针 排 列 ,但 是 它们 在 总 的 节点 编号 中 有 它 
的 编号 . 举例 来 说 ,P;,P;,P; 对 应 的 市 点 编号 可 能 是 101,102,95. 当然 ,在 单元 训 分 完成 
之 时 ,我们 就 应 该 得 到 每 个 单元 三 个 市 点 的 坐标 及 p, 和 
其 编号 的 信息 . 在 图 7.9 举例 的 情况 下 ,有 PD 101 


Ui 
Vv。 二 | Vv; | 二 be UvU, F 102 
Um 图 7.9 


其 中 C, 是 一 个 3X N, 的 矩阵 , 例 中 为 
0 0 1 0 0 » 0 


C. =|0 .…。 0 0 0 0 
0 0 1 0 | 

95 101 102 

(C712) (1) (7) 


一 般 来 说 ,3X Ns 的 矩阵 C。 在 第 一 行 对 应 i 的 列 , 第 二 行 对 应 j 的 列 和 第 三 行 对 应 m 的 
列 处 的 元 素 为 1 ,其余 元 素 为 0. 
同 理 ,我 们 可 以 写 出 


这 样 , (2. 18) 式 的 左 端 为 
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区 N 
> ， v. K.u. = 3 v CK.C.u= wv Ku, 
入 二 1 n= 二 1 
其 中 
N, 
K= CIK.C.. (2. 28) 
nn 二 1] 


利用 C。 的 定义 ,就 可 作出 窍 阵 的 乘积 C。 K。C。 ,在 上 面 举例 的 情 次 下 有 
尼 “2 


Rin 画面 而 Rin ki 
人 和 


它 只 是 K。 的 9 个 元 系 在 总 节点 编号 下 的 重新 排列 和 ”扩大 ”, 其 他 元 系 均 为 0. 在 实际 的 
程序 中 ,当然 不 必 进 行 如 上 的 和 矩阵 运算 ,而 只 要 把 每 个 K。 中 的 9 个 元 素 ,根据 单 元 和 节点 
编写 时 所 得 到 的 信息 , 送 到 K 中 对 应 的 单元 合 加 起 来 ,我 们 引入 C. 只 是 为 了 叙述 的 
方便 . 

(2. 28) 式 中 的 N， 阶 矩 阵 K 称 为 总 刚度 矩阵 , 它 由 各 单元 刚度 矩阵 在 对 应 位 置 上 装 
加 而 得 , 即 把 各 单元 在 总 刚度 矩阵 的 贡献 合 加 起 来 . 我 们 看 第 ;个 节点 ,对 应 在 K 的 对 角 
线 上 有 元 素 &。, 它 是 由 包含 比 节点 的 各 单元 上 的 单元 刚度 和 矩阵 各 项 ks 革 加 而 得 . 而 在 K 
中 第 * 行 的 其 他 非 零 元 素 , 只 有 在 节点 附近 的 单元 才 会 有 所 贡献 .所 以 , 当 节 点 数目 
较 多 时 ,K 是 一 个 稀 玖 的 矩阵 . 如 果 把 它 看 成 一 个 带 状 矩阵 ,那么 它 的 带 蜗 与 节点 的 编 
号 方法 有 关 . 此 外 ,还 可 以 证 明 , 当 a 主 0 日 a 闫 0 时 , 玉 是 一 个 对 称 正 定 矩 阵 , 这 留 给 读 
者 证 明 . 

对 于 (2. 18) 式 的 右 端 ,可 写成 


NM。 N。 

> TI 和 。 = VCTF,. = vIF, 
nm Ea EB EL 

各 二 ] 及 二 1 


Y 
a1 
+ 


N 


F = ycrF。 , 


| 


和 式 中 每 一 项 都 是 N, 维 的 列 同 量 , 在 上 面 举例 的 情况 有 
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事实 上 它 就 是 F。 中 的 3 个 分 量 按 太 上 扣 总 编号 重新 排列 ,并 扩大 成 N， 维 的 回 量 (其 他 元 
系 为 0).F 是 每 个 单元 上 单元 集 载 器 量 的 全 加 , 称 为 总 人 衔 载 向 量 . 
把 (2. 18) 式 的 左 奖 和 石 交 分 别 代 入 ,对 于 一 切 v, EU 有 
站 LIKr 一 忆 下， 
所 以 
v' (Ku—F)=0, VvE R，， 
这 就 得 到 uw 满足 的 线性 方程 组 
Ku—F= 0. (2. 29) 
对 应 第 三 类 边界 条 件 的 定 解 问题 (2. 1) ,(2. 2) 和 矩阵 天 是 对 称 正定 的 ,所 以 (2. 29) 式 
有 惟一 的 解 & 一 (Ca xz， ,un,) ;其 中 尺 的 分 量 如 ,wz，… ,Un 分别 是 羡 数 wi(z,y) 在 各 
方 点 的 函数 值 , 求 出 它们 之 后 就 有 


N, 
Uy (TYy) > algi(Crzyy)， 
i 一 1 
其 中 8;(z,y) 是 对 应 第 i 个 节点 的 基 函 数 . 
(3) 约束 条 件 的 处 理 
上 面 讨 论 的 定 解 问题 (2. 1) ,(2. 2) 是 第 三 类 边 值 问题 ,没有 约束 条 件 . 如 果 是 讨论 第 
类 边 值 问 题 
—— 和 四 本 ( ss ) ja 
id (2. 30) 
u 一 人 0， (Eon € dL. 
则 变 分 问题 为 : 求 wE€ So ,使 得 
Dl(uysv) — Fl(v)=0, VvE Si. (2.31) 


了 ~ 2 D7 2 a 
- (ls + ( 塞 ) 十 (下 】 ]dzdy 有 意义 ,ol 一 01 
D(u,v) = -jv *。 Vvudrdy,， FF(v) = = rodrdy 


对 于 这 个 问题 ， 我 们 同样 作 三 -角形 剂 分 . 为 了 氢 述 的 方便 ， 节点 编号 时 将 约束 边界 上 
方 点 编 在 最 前 面 , 即 设 P Sy "ys P, 是 约束 边界 上 的 节点 ,P。 1 sits ,PN 是 其 他 


其 中 
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的 节点 


上 在 22 的 万 点 上 为 过 的 于 件 , 所 以 取 试 控 困 数 空间 为 
4h 二 {vw vs E LU mn | = 0,7 = 1, ,lL}. 
显然 "Vs 是 U; 的 i We 对 任意 的 vs EC Ve ,有 


wzyy) = > ugi(Cryy). 


一片] 
现在 近似 变 分 问题 是 

求 wu E Vs， 使 得 

[oe — Fl(v)=0, Vv,€EV,. 
为 了 列 出 近似 变 分 问题 对 应 的 代数 方程 组 ,我 们 仍 先 在 U; 上 计算 ,同上 面 的 推导 ， 
得 到 


v (Ku— FF) = 0, (2. 32) 
其 中 ,vv 仍 为 Ns 维 癌 量 .但 现在 应 该 有 vw EVi;,; 所 以 vi 二 vs 二 … 二 vi 一 0, 即 
TT 一 (0 ,…*， » 0 9 HL 9 ?UN, 2 


把 v 写成 分 块 形式 , 癌 量 u,F 也 类 似 ， 


i 

UV 一 i WW ， 站 一 

UT Ul Fi 

其 中 wi 和 Fi 由 w 和 FF 的 开头 1 个 分 量 组 成 ,wv 的 这 部 分 分 量 部 等 于 0, 其 余 的 分 量 组 成 
VI soUr 和 Fi. 在 齐 次 边界 条 件 情 况 下 应 该 有 ui = 二 0, 但 是 上 面 这 种 写法 还 可 以 包含 非 齐 


次 边界 条 件 的 情况 .将 矩阵 KK 也 写成 对 应 的 分 块 形式 


网 | 
kK 一 . 


Ks KK, 
其 中 
ki '*** ky pani “ Riti,N, 
-| | K;,, 一 : 
有 kvl RN 


这 样 ,(2. 32) 式 可 以 写成 
| 
a Ks KIL ur Fi 1 


vf (Kour — Fr Kui )=0 
它 对 一 切 Ny-l 维 的 癌 量 vy 成立, 所 以 最 后 得 到 


又 可 与 成 


2 二 维 问题 ,三 角形 线性 元 207 


Kur = Fy — Kur, 和 

这 是 一 个 Ny-l 个 未 知 数 的 方程 组 , 它 的 系数 矩阵 是 从 KK 中 划 去 开头 71 行 和 开头 71 列 而 
得 . 可 以 证 明 ,经 过 这 样 的 处 理 ,Ks 是 对 称 正 定 的 ,所 以 方程 组 (2. 33) 有 惟一 的 解 . 

在 实际 计算 中 ,者 贡 点 编号 时 约束 边界 点 不 是 编 在 开头 的 2 个 , 则 天 2 是 将 天 对 应 
的 2 行 和 7 列 划 去 而 得 的 NN -7 阶 方 阵 ,(2.33) 式 的 右 端 亦 相 应 处 理 . 如 果 原 边 值 问题 的 
边界 条 件 (2. 2) 是 非 齐 次 的 , 即 xjao=gCz,y), 则 在 (2. 33) 式 右 端 的 ur 根 据 g(Cz,y) 来 
确定 . 

在 以 上 的 约束 处 理 方 法 中 ,方程 组 的 系数 矩阵 将 K 改 为 Ks 时 ,要 重新 存储 矩阵 的 元 
素 .有 时 在 实际 的 程序 中 ,也 可 以 保留 K 的 阶 数 ,将 方程 组 改写 成 


I 0 UI ul : 
| 一 (2. 34) 
0 KK,; ul Fr CO— KR ul 


其 中 五 为 1 阶 单位 阵 ,w1 二 G5500) Tun 二 Grn yd, )T 9 一 (489,… ,wy)T, 其 分 量 
是 对 应 的 边界 约束 节点 Pi ,…,P, 上 g(xzx,y) 的 函数 值 ,在 齐 次 边界 条 件 情形 ,ww 二 0,i= 
Lb 
如 果 求 解 的 是 含有 第 一 类 和 第 三 类 边界 条 件 的 混合 边 值 问题 ,对 于 约束 条 件 的 处 理 
也 可 以 类 似 地 进行 . 
2.3 例子 
我 们 用 一 个 简单 的 例子 来 具体 说 明 二 维 问题 有 限 元 方法 的 计算 过 程 . 这 个 例子 的 解 
析 解 是 很 容易 求 出 的 ,有 限 元 计算 也 可 以 手 算 完成 ,这 样 就 便于 结果 的 比较 . 
设 在 矩形 域 {(x,y)10 二 x 二 2,0 二 y 二 2)} 上 
给 出 Laplace 方程 , 它 的 物理 意义 可 以 解释 为 
平面 区 域 上 无 热源 的 定 背 温度 场 . 这 个 例子 在 
区 域 的 边界 上 ,两 边 给 出 温度 值 ,为 两 边 给 出 
绝热 条 件 . 定 解 问题 是 
站 
ns = 0% 三 100， 


9u 9u 
5 = 0s 了 二 0. 
二 必 工 二 2 


对 于 所 给 定 的 区 域 ,我 们 用 图 7. 10 所 示 
的 三 角形 齐 分 ,共有 16 个 三 角形 单元 和 15 个 
节点 .将 市 点 坐标 列 成 表 , 如 表 7. 1 所 示 . 
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表 7.1 节点 坐标 


节点 号 (zy) 节点 号 (zy) 
1 (0,0) z (2,0.5) 1 (1,1.5) 
2 (1,0) (0,1) 12 《2 1.5) 
3 (2,0) (1,1) 13 (0,2) 
4 (0 ,0.5) (2,1) 14 (1,2) 
9 (1 ,0.5) (0,1.5) 15 (2,2) 


对 于 每 个 单元 ,我 们 规定 好 它 的 顶点 P; ,P,P, (注意 道 时 针 方 向 ) ,用 图 7.11 所 示 的 方 
式 , 分 别 表示 编号 为 奇数 和 编号 为 偶数 的 单元 中 的 节点 排列 顺序 . 对 应 于 每 个 单元 的 参数 


图 7.11 


ai 一 Yi yn ai 一 ynm yi， am 一 yi yi， 
bi 一 X 一 芒 ，， b=x—xn: b=x— Xx. 


我 们 把 每 个 单元 对 应 于 ij,m 的 万 点 号 和 单元 参数 的 计算 结 采 列 在 表 7. 2: 


表 7.2 
帮 点 号 参 数 
单元 号 
1 4 1 5 一 0.5 0 0.5 1 一 1 0 
2 5 1 0.5 0 一 0.5 一 1 | 0 
3 5 2 6 一 0.5 0 0.5 1 一 1 0 
4 3 6 2 0.5 0 一 0.5 一 1 1 0 
i 5 | 7 4 8 |-0.5 0 05 1 -1 0 | 
6 5 8 4 0.5 0 一 0.5 一 1 1 0 
7 8 5 9 一 0.5 0 0.5 1 一 1 0 
8 6 9 5 0.5 0 一 0.5 一 1 1 0 
IT Se Se 
10 0.5 0 一 0.5 一 1 ] 0 
11 一 0.5 0 0.5 1 一 1 0 
13 0.5 0 一 0.5 一 1 ] 0 
13 | 13 1 14 | -05 0 .05 1 -1 0 | 
14 0.5 0 一 0.5 一 1 1 0 
15 一 0.5 0 0.5 1 一 1 0 
16 0.5 0 一 0.5 一 1 1 0 
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现在 计算 单元 刚度 矩阵 . 在 我 们 所 作 的 剖 分 下 ,每 个 单元 面积 都 是 相同 的 ,A 一 二 
计算 Ks。 和 K。 时 注意 本 例 中 y, 上 的 积分 项 均 不 出 现 ,由 (2. 20) 式 可 得 


= 1 1 
kK, = l 0 一 下 


5 一 4 一 1 
一 0 和 .5 0 0. 5 ] 
一 一 | 一 4 4 0 
1 一 1 0 4 
0 


1 4A, 
0. 5 一 0 ] 
是 | sy 
x 一 ] D5 0 = 二 05 1 a 
2 44, / | 0| 4 / : 
一 0.5 一 0 1] 


由 于 本 例 所 有 编号 为 哥 数 的 单元 ,其 参数 ai,b; 等 者 是 相同 的 ,所 以 它们 的 单元 刚度 矩阵 相 
同 . 同 理 ,编号 为 偶数 的 单元 也 是 这 梓 . 由 上 面 的 计算 ,所 有 单元 的 单元 刚度 矩阵 都 相同 . 

第 1 号 单元 的 节点 Pi;,P; ,Ps 对 应 第 4,1,5 号 节点 ,所 以 把 单元 刚度 矩阵 “扩大 ”之 后 
得 到 


4 x x*x 一 4 0 
关 其 基 关 关 
1 关 关 其 关 x 
4|—4 *x x* 5 一 1 | 
0 * x* —1 1 


其 中 的 * 和 没有 标 出 的 元 素 均 为 0. 同 理 第 2 号 单元 的 P;,P; ,Ps 对 应 第 2,5,1 号 节点 , 单 
元 刚度 矩阵 “扩大 ”为 


| 关 0 

一 1] x 半 ”一 者 

] 关 关 关 关 关 
4| x 关 关 关 
0 —4 xx x 4 


同 理 , 第 3 号 和 第 4 号 单元 的 单元 刚度 短 阵 经 过 “扩大 ”后 分 别 得 到 


关 x 关 关 关 其 关 x 关 关 其 关 

x 4 关 关 一 44 0 x 1] —l] * 其 
基 x x x 关 其 x 一 DD 甘 x 一 4 
1 关 x 关 关 关 其 1 关 x 关 关 其 关 
4 4 

¥X 一 4 状 x 0 一 1] x 关 关 x 关 关 

x 0 关 ¥ 一 ] ] x 0 一 入 * 关 4 


其 他 单元 均 可 类 似 .将 这 些 窍 阵 合 加 起 来 就 得 到 忌 刚度 短 阵 . 
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了 —8 0 一 2 20 一 2 0 一 8 
#4 本 2 D0 让 = 
“和 -2 Y=4 
0 
-4 0—2 10 0 0 一 4 
4 0 0 5—1 0 
= 
= 碌 站 二 1 大 
因为 各 单元 千 载 回 量 均 为 零 , 所 以 总 倚 载 癌 量 为 过 癌 量 . 


下 一 步 进行 约束 处 理 ,我 们 按 (2. 33) 式 的 形式 处 理 . 按照 本 例 编号 ,第 1,2,3 和 13， 
14,15 号 节点 为 边界 约束 节点 ,有 = 二 us。 二 3 二 50,u3 二 Un 二 Ws 二 100. 将 上 面 的 总 刚度 
矩阵 划 去 第 1,2,3 和 第 13,14,15 行 , 其 他 按 (2. 33) 式 计算 ,就 得 到 ,us,… ,uss 满足 的 


10 —2 0 一 4 ti 50 

-2 20 -~ 0 —8 us 100 

0 -2 10 0 0 —4 us 50 
-4 0 0 10 -2 0 —4 h 

= 8 0—2 20 -~-” 0 —8 le 

-4 0-2 10 0 0 —4|, 

-4 0 0 10 -2 ol li00 

-8 0—2 20 —2|,,| |200 

-4 0 —2 10ll,,| laoo 


线性 方程 组 的 系数 答 阵 是 对 称 正定 的 ,其 解 是 
Us = Us = Us = 0 Ur = Us = uy = 9, Uy = Uy = Us = 81.5. 


连同 约束 边界 条 件 , 就 求 出 所 有 节操 上 u 的 值 . 
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3 疝 次 插 人 IO 


上 面 我 们 分 别 讨论 了 一 维和 二 维 问 题 有 限 元 计算 方法 最 简单 的 悄 形 . 它们 部 是 在 单 
元 上 作 线 性 插值 ,得 到 分 片 线 性 函数 的 试探 了 销 数 空间 . 如 采 我 们 硕 望 在 每 个 单元 上 提高 通 
近 的 精确 度 , 上 自然 想 到 的 一 种 途径 是 提高 插值 多 项 式 的 次 数 . 本 市 就 是 讨论 高 次 插值 的 问 
题 ,给 出 一 维和 二 维 问题 的 几 个 例子 .我 们 着 重 讨论 在 每 个 单元 上 的 捅 值 多 项 陈 如 何 计 
算 , 全 于 整个 问题 计算 的 全 过 程 ,在 搞 消 芍 单 元 上 的 插值 之 后 ,可 按 上 两 市 的 框 染 进行 ,我 
们 束 不 一 一 列 出 了 . 


3.1 一 维 问题 的 高 次 插值 


把 区 间 [La,6j] 剂 分 为 右 干 个 单元 ,在 每 个 单元 e; 一 [Lxi-1,Xxi;j 上 讨论 插值 问题 .为 了 讨 
论 方便 ,我们 把 每 个 单元 e; 虱 变 换 到 一 个 标准 的 区 间 [ 一 1,1j], 例 如 


四 下 


则 [一 1,1j. 称 & 为 局 部 坐标 ,| 一 1,1j] 为 标准 单元 ,以 下 在 标准 单元 上 讨论 插值 问题 . 


3.1.1 Lagrange 插值 


如 果 要 在 E&€[ 一 1,1j 上 做 次 插值 ,我 们 取 十 1 个 插值 节点 一 1 二 乌 达 过 名 之 … 过 
5, 一 1 ,在 数值 分 析 课 程 中 已 讨论 过 (参阅 文献 [2]) ,对 应 于 节点 的 十 1 个 插值 基 函 数 为 
Ta 《nm &:) yy 
NO = [| te ey: (3.2) 
RA] 
其 中 分 母 和 分 子 均 缺 对 应 j 的 因 式 ,不 难看 出 
0 EY 


N;(é&) = | i 1 7 一 Qs] ,*** ,nn. 
1s 1 -一 了， 


[一 1,1] 上 的 宗 次 插值 图 数 zu(6 可 与 成 
ui(5) = wuN,()), §¢€ [一 1,1]， (3. 3) 


其 中 uj 征 un(&) 在 方 点 村 的 值 , 即 ty — us (6 
在 2 一 1 的 情形 , 即 为 线性 插值 ,有 两 个 市 点 乌 二 一 1, 生 二 1 ,对 应 的 基 力 数 为 
i 二 一 久 二 | 
No(E) = 3 3 (1—é£), Ni(é) 0 2 (1 十 二 ). (3. 4) 
它们 的 图 形 如 图 7. 12 所 示 . 硅 把 (3.1) 式 代入 (3.4) 式 ,就 得 到 
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一 到 ， 和 三 工 


在 7 一 2 的 情形 ,| 一 1,1] 上 的 三 个 和 点 是 护 三 一 1,5 王 0, 扣 二 1, 对 应 的 二 次 捅 全 基 
亲 数 为 
No (8) = 6(§— 1), Ne =1—&, N,(é)— 8+ 1)， (3.5) 
它们 的 图 形 如 图 7. 13 所 示 . 


1.12 


在 [一 1,1] 上 的 二 次 插值 函数 wi (各 可 写成 
un (€) = uo No (é) + wu Ni(é) + us Ns (€), 
其 中 wo yu ,uz 分 别 是 wi( 旨 在 8 二 一 1,0,1 上 的 值 . 记 
us = [wo suisus)', N= [No ,Ni(Ce) ,Na(e) ]， 
则 有 
us(é) = Nu,, é€E€[—1,1]. (3.6) 

我 们 也 可 以 把 (3. 6) 式 变换 回 z 的 函数 .但 是 以 下 要 计算 的 单元 刚度 矩阵 和 单元 葵 
载 向 量 都 是 在 标准 单元 上 计算 ,所 以 这 些 公 式 不 必 化 回 用 自 变量 x 表示 . 

以 上 用 二 次 插值 函数 的 单元 , 营 称 为 二 次 元 .下面 举 一 个 简单 的 例子 说 明 计 算 的 
过 程 . 

例 3.1 用 二 次 元 解 定 解 问 题 


dw z 

一 一 由 ( . 
=1, 0<r<l 
du | , 


对 应 这 个 定 解 问题 的 双 线 性 沁 图 D 和 线性 这 图 下 是 
! du dv 


1 
D(wu,v) = | dz 二 2ul1)v(1), F(v) = | vdz 十 3v(1). 
o dz dz 0 


将 [0,1] 分 为 两 个 等 长 的 单元 ,ei = [0 到 全 By ,单元 的 长 度 户 一 hu 一 三， 做 变换 
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h; 
分 别 把 et 和 e 变换 到 [一 1,1]. 在 这 个 变换 下 
d -A 蓝 。 
i 


在 标准 单元 上 作 二 次 插值 ,如 上 有 
= [SG 一 D ,1 一 滞 ,二 6 二 1D)|. 
单元 刚度 矩阵 的 计算 可 以 类 似 本 草 1. 2 市 所 示 进 行 , 有 


K, -| B’'Bdr, 


其 中 
d ] = 
B=—N = 7—|2é—1,— 4é€,2é€++1j|. 
dz h; 


48 一 46 十 1 一 86 十 4 48 一 1] 
BTB 一 | —88+4 C168 — 8& 一 48 |. 
46 一 1 —88—4ée 48 4é+1 
所 以 
"5 
K, =| wr 16 —8|. 
kk We 3h 
考虑 到 D(u,v) 表 示 式 中 的 边界 项 2u(1)v(1) ,应 在 KK。 中 加 上 甜 阵 
0 0 0 
。 0 0 | 
0 0 2 
这 样 得 到 
14 一 16 2? 寺 二 和 
K, 一 到 | 一 16 32 -| 1 32 | 


2 一 16 14 
单元 何 载 回 量 也 可 类 似 计算 ,我们 有 
| | N fdz, 
将 f(z) 二 1 代入 ,并 换 成 对 & 的 积 多 


» “16 2 
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F.=|_N 7 全 4 一 全 | [ 冯 ee 一 D,1 一 e, 二 e+D] 4 一 [十 ;地 ' 十 ] 
考虑 到 F(o) 中 的 边界 项 30(1) ,应 在 玉 上 加 上 [0,0,3]r ,得 到 
1 
4 4 
1 0 
F, = 1 F, = 二 | 
1 37 
4 1 


将 单元 刚度 矩阵 全 加 ,只 是 K。 的 右 下 骨 元 床 和 K。 的 左上 和 角 元 素 相 加 . 同 理 , 单 元 荷 
载 回 量 的 三 加 只 是 F。 的 第 3 个 元 每 和 F。 的 第 1 个 元 系 相 加 . 这样 得 到 


1 

14 一 16 2 0 0 

_16 32 —16 0 0 l 
K=1i| »_16 28 —16 2|， 下 一 寺 | 工 | 

3 3 | 2 

0 0 _16 32 —16 ， 

0 0 2 _16 20 

A 


考虑 到 wo 二 1, 经 过 约束 处 理 之 后 ,得 到 线性 方程 组 


1 
32 一 16 0 031Taa a 
1| 一 16 28 一 16 2u| 1| 2 

3 0 一 16 32 一 16|| za 3 
| 0 2 一 16 20j|w 时 
4 

这 个 线性 方程 组 的 解 是 

3 3 
1 39 ' 2 8 3 3 39 b 4 7 . 


3.1.2 Hermite 插值 


如 果 在 标准 单元 [一 1,1j 上 ,根据 节点 二 一 1 和 é&==1 的 函数 值 和 导数 值 作出 的 
插值 多 项 式 ,就 是 Hermite 三 次 插值 多 项 式 . 在 数值 分 析 课 程 中 讨论 过 [2], 插 值 基 区 


数 是 


Ni(§) = 7 (8 — 3€+2), Mi(8) = 7 et+1), 


N2(§) 一 二 (一 捍 十 36 十 2)， Mz(8) — (+e él). 
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它们 的 图 形 如 图 7. 14 所 示 . 
如 果 在 单元 [xz;_i ;zij; 已 知 节 点 x;_1,x; 上 


和 4 之 值 , 记 


dau dz 
ul 了 3 2 一 了 
He dz | =- 


杰 换 到 标准 单元 [一 1,1j 上 ,我 们 令 


Na 一 太 ( 旨 ， NG = 入,( 旨 ， MG = LM), Mi Ca = LM,8). 


2 2 
N 一 dM _ 1, dNi _ = dN, _ M, = dM _ 0, 
dz dz dz 
dM; dNi dM dN， _ 2 
站 dz 0 


所 以 , 若 记 
N= [NM ,NM,|, wu, = [wu susus us |. 
则 在 单元 e 上 的 三 次 Hermite 插值 负数 为 
us (€) = tw Ni 十 MMS uN uM = Nu., §€€[—1,1]. 

由 此 可 以 继续 计算 单元 刚度 矩阵 ,在 本 草 习 题 中 留 给 读者 完成 . 

利用 三 次 Hermite 插值 作 有 限 元 计算 ,如 果 有 NN 个 单元 , 共 NN 十 1 个 节点 ,每 个 节点 
上 有 两 个 未 知 数 wi ,ui (i 二 0,1,… ,NN), 共 2(N 十 1) 个 未 知 数 . 求 得 w; ,ui (i 二 0,1,…,NN) 
后 ,可 以 写 出 w 的 表达 式 , 它 是 一 个 分 段 的 三 次 多 项 式 . 在 每 一 个 单元 上 它 分 别 都 是 三 次 
多 项 式 ,而 在 方 点 上 , 相 邻 的 两 个 单元 在 方 点 的 冰 数 值 和 叶 数 值 虱 是 相等 的 , 即 uEC [La， 
,在 La,6b5j] 上 函数 及 其 导数 都 是 连续 的 . 而 一 般 的 Lagrange 分 段 插值 ,即使 插值 次 数 
提高 ,可 能 会 提高 轴 数 通 近 的 精确 度 , 却 人 不 能 提高 图 数 的 光 清 性 , 即 只 有 xECLa,po .所 以 
在 一 些 要 求 一 阶 导数 连续 的 问题 里 ,常常 来 用 Hermite 单元 . 例如 梁 的 弯曲 问题 ,出 现 四 
阶 方程 , 变 分 问题 的 积分 式 中 出 现 二 阶 导 数 , 近 似 解 除了 要 求 位 移 w 连续 外 ,还 要 求 转角 
(a 的 导数 ) 也 连续 ,因此 可 以 采用 Hermite 插值 . 

以 上 我 们 讨论 了 几 种 一 维 的 高 次 插值 ,包括 Lagrange 型 和 Hermite 型 的 插值 ,利用 
它们 作 有 限 元 计算 ,得 到 的 试探 郴 数 空间 是 分 段 & 次 多 项 式 的 空间 . 在 我 们 举 过 的 例子 
中 ,试探 函数 分 别 属于 CLa,65j 和 CiLa,6bj. 

用 分 段 & 次 Lagrange 型 多 项 式 来 通 近 | ao 上 的 图 数 GZz) ,近似 图 数 刀 (zz) 可 以 表 
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示 成 u(x) 二 Sui$i(z) ,其 中 点 (Cz) 是 插值 基 困 数 ,w 为 市 点 上 za 的 值 .还 应 指出 , 硅 在 
La,bj 上 zx 本 身 就 是 一 个 并 的 有 & 次 多 项 式 , 则 对 x 作 分 段 & 次 多 项 式 插值 ,得 到 的 插值 隔 
数 wi 一 定 就 是 wx 本 和 号 .我 们 称 这 种 插值 对 次 多 项 式 是 准确 的 . 例如 ,如 果 在 La,5] 上 
是 一 个 线性 函数 ,我 们 在 La,5j] 上 进行 剖 分 ,根据 节点 上 函数 值 w; 作 分 段 线 性 插值 , 则 在 
每 个 单元 上 的 线性 搬 值 图 数 必 与 图 数 & 重合 .对 于 Hermite 型 插值 也 可 类 似 讨 论 . 例如 本 
节 第 二 段 讨 论 的 三 次 Hermite 插值 冰 数 ,对 [a,b5] 上 的 三 次 多 项 式 函 数 是 准确 的 . 
3.2 二 维 问题 三 角形 元 的 高 次 插值 
我 们 在 上 一 节 已 经 讨论 过 三 角形 元 上 的 线性 插值 ,其 中 用 到 的 一 次 多 项 式 cz 十 py 十 c 
有 三 个 系数 ,可 通过 三 个 世 点 上 的 图 数值 来 确定 . 如 采 要 提 局 通 近 的 准确 度 ,可 以 考 嫩 三 
角形 元 上 的 高 次 插值 . 两 个 变量 z,y 的 高 次 多 项 式 的 各 项 可 以 用 如 下 的 Pascal 三 角形 
表示 
1 0 次 项 
工 y 1 次 项 
T" XYy vy 2 次 项 
Y Ty y 3 次 项 
XxX XYy XYy XxXy yy 4 次 项 


我 们 看 到 一 次 多 项 式 有 3 项 ,二 次 多 项 式 有 6 项 ,三 次 多 项 式 有 10 项 .一 般 的 上 次 完全 多 
项 式 有 六 (十 1D) (十 2) 项 ， 所 以 Lagrange 插值 需要 有 元 (& 十 1) Ck 十 2) 个 节点 来 确定 各 项 
系数 . 同时 ,还 要 考虑 到 在 相 邻 的 两 个 单元 的 共同 边界 上 ,图 数 应 该 是 连 疆 的 .所 以 我 们 把 


如 果 我 们 在 相 邻 的 两 个 三 角形 元 上 都 如 上 作 & 次 插值 ,在 两 个 三 角形 元 上 分 别 部 是 
zy 的 & 次 多 项 陈 , 则 在 共同 边 因 上 可 以 亚 换 为 以 边界 弧 长 * 为 参数 的 & 次 多 项 式 . 这 个 
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s 的 & 次 多 项 式 由 共同 边界 上 的 十 1 个 节点 上 的 函数 值 完 
全 确定 ,所 以 相 邻 的 两 个 三 角形 元 在 共同 边界 上 的 插值 也 
数 是 完全 相同 的 . 也 就 是 说 ,如 上 作出 的 分 片 & 次 插值 , 插 


值 函 数 在 Q 上 是 连续 的 , 即 nwE C02).k 二 2 的 情形 ,如 图 7.16 NS 
所 示 ， 


下 面 将 要 具体 讨论 这 种 高 次 的 Lagrange 型 插值 .如果 
要 求 vE C1 (5) ,还 可 以 考虑 包含 导数 值 插值 条 件 的 
Hermite 型 插值 ,为 了 讨论 的 统一 ,我 们 先 回顾 一 下 线性 插值 ,并 引入 面积 坐标 的 概念 
3.2.1 线性 插值 和 面积 坐标 

上 市 讨论 过 三 角形 上 的 线性 插值 , 硅 记 e= 人 /APP, 三 3 ,其 中 P, (x; y Vi) ;1 二 1] ,2 ,3 , 则 
e 上 的 线性 插值 商 数 为 

Up, (TYy) = Ni (元 »YV) Ul 十 N, (x »Y ) us 本 人 Na (Zz »Y) us . 
其 中 Ui 为 uh 在 P， 点 的 浮 数 值 ,i 二 1 ,2,3. 而 


图 7. 16 


TX vy 1 
, 1 | 1] 
NI (Ty) — 2A, (ai 工 十 VY 十 c12 一 2A. ti» Vs le 
Za ya 1 
Ns(zyy) 和 N(x,y) 可 以 通过 脚 标 轮换 得 到 .我 们 记 
1 TT YY | T yy | 
1 1 ] 
Li “2A xX» yz 1|,， Ls 3A x3 ya 1|,， Ls 3A Zl yi 1|, (3.7) 
3 Vs | Tl 1 1 2 Vs 1 


其 中 (xz,y) 代 表 三 角形 元 中 任 一 点 PC(z,y) 的 坐标 ,Li 式 中 右 端 的 行列 式 有 明显 的 几何 意 
义 , 它 等 于 图 7.17 中 人 PP,P, 面积 的 两 倍 , 所 以 有 


和 人 PP, P; 的 面积 - 


同 理 ,L。 和 工 也 是 对 应 的 面积 比 , 给 出 了 己 点 ,LI L 和 LL 就 完全 确定 了 . 
根据 (2.16) 式 ,Li 、L， 和 工 ; 满足 


Li 


3 
> Liz = 《3.8) 
一] 


以 及 
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10， 评 市 | z 
Lp)=| 7 j=1,2,3. (3. 9) 
] ， zz 一 
| 
Pp 、 
y | P,(0, 1) 
P PP 
B(0.0) Pl.0) 
图 7.17 图 7.18 


给 出 了 P(xz,y) 可 以 确定 Li、Ls 和 L;. 相反 地 ,如 果 我 们 给 出 了 满足 Li 十 Ls; 十 Ls 二 1 
的 三 个 非 负 实数 Li 、L 和 工 ; , 则 按照 面积 比 的 关系 ,可 以 惟一 确定 点 PCz,y). 所 以 我 们 
称 (Li ,La ,Ls) 为 也 点 的 面积 坐标 . 这 三 个 数 只 有 两 个 是 独立 的 ,而 且 它 们 和 平面 直角 坐 
标 系 位 置 的 选取 是 无 关 的 .所 以 采用 面积 坐标 往往 有 很 多 方便 . 
如 果 我 们 作 z,y 平面 到 和 ,7 平面 的 坐标 变换 : 
| 下 Ely 
7 一 L(x,y), 
则 z,y 平 面 上 的 三 角形 元 e 王 人 Pi P: P: 变换 到 6,7 平面 的 直角 三 角形 e 王 人 PiP:P，: ,其 
中 P1(1,0),P(0,1) ,Ps(0,0) ,如 图 7.18 所 示 . 
由 (3.8) 式 的 后 两 个 式 子 ,可 得 到 变换 (3.10) 式 的 逆 变 换 是 
工 一 《ZI TE (xXe — TX3)nT x3, 
l, 一 《3 YIET (yy3)7 Tt ys. 


由 此 可 以 求 出 甘 , 守 ,于 和 5 从 而 计算 出 变换 的 Jacobi 行列 式 


和 
9(€,7) 

以 后 在 z,y 平面 上 的 单元 人 P, PP， 上 的 计算 ,可 以 通过 变换 (3. 10) 式 ,变换 到 &,» 
平面 上 的 标准 三 角形 e 上 计算 ,例如 


下 Ci (Ty) lats ,L(xX,y))drdy = -= 下 (人 上， nm,1 一 5 一 nD a dédn 


= ZA,. 


一 24.| ||， F(é,7,1—é£— D dl} ds (3. 11) 
作为 具体 的 例子 ,可 以 算出 
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A lls WAS! 
(CA 十 Xs 十 A 十 2)1 
其 中 ,4X。 和 4 是 非 希 的 整数 . (3. 12) 式 在 有 限 元 计算 中 是 十 分 有 用 的 ,作为 习题 留 给 读 
者 验证 
3.2.2 二 次 插值 
如 上 所 述 , 作 三 角形 上 的 二 次 插值 需要 6 个 节点 , 取 为 e 的 三 个 顶点 和 三 边 中 点 ,对 
应 标准 单元 e 亦 类 似 , 节 点 编号 如 图 7. 19. 


A, n(L2)h 


用 L» Ls drzdy = “0 (3. 12) 


A SDH 


e 上 各 点 的 面积 坐标 (Li ,LEL3) 分 别 为 A (1,0,0),A,(0,1,0),A,(0,0,1)， 
4 0 去 ,去 ] ,4 [二 ,0 去 ] ,As [去 ,到 ,0 我 们 在 2 上 作出 6 个 二 次 插值 基 画 数 
ie 3) 一】， oe EE 们 磊 机 的 二 次 式 ， 或 号 成 Li sy sy 的 表示 式 , 其 中 Wy 是 独 
人 1 bE 
N;(A,) = 6, = | 0 
ls Se 
N; 的 式 子 很 容易 定 出 . 例如 ,Ni 应 在 过 A,,A, 和 有 A; 的 直线 Li 二 0 上 应 为 零 , 在 过 A。 和 


As 的 直线 Li 一 二 上 也 为 零 ,所 以 可 设 二 次 式 Ni 一 cLi [1 一 去 ,再 用 Ni(A1) 一 1 定常 


数 c, 得 到 c 王 2. 同 理 可 定 出 Ns 至 Ni ,我 们 有 
Ni 一 Li(C2L 一 1)， Ne 一 1 (21 一 1)， N;, = L;(2L;— 1), 
本 三 NM = Lal s MN. = 4 
如 果 搬 值 图 数 w 在 方 点 上 的 值 为 ui;(i 二 1,2,…,6), 则 有 


WU 一 DuN, 
可 以 利用 此 式 计算 单元 刚度 矩阵 ,进而 完成 有 限 元 的 计算 . 
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3.2.3 三 次 插值 


如 图 7. 20 那样 将 节点 编号 ,其 中 节点 是 按 图 7.15 的 方式 选取 的 .各 点 的 面积 坐标 不 
难 瑟 出 ,对 应 各 市 点 的 插值 基 节 数 是 


图 7. 20 
人 ， = 3 (3L;— 1)(3L;— 2), 1 一 :23， 
9 9 | 
N, — 了 :上 (3L; 1 ， Ns 一 一 了 了 上 3 上 《3 9 
| 。 z 9 四 
Ns 一 sb: (3 | Ls N, 了 上? 上 《3 ] ) ， 
Ns = LsLi(3Li 一 1)， Ns = LiLz(3Ls —D), Ni = 27LiLzLs. 


除了 二 ,三 次 插值 外 ,还 可 以 考虑 三 角形 元 上 更 高 次 的 插值 . 但 在 每 个 元 上 用 到 的 节 
点 就 更 多 了 .例如 ,五 次 插值 就 要 用 21 个 节点 .我 们 注意 到 ,如 果 被 插值 商 数 本 号 就 是 一 
个 六 次 的 多 项 陈 , 对 它 作 分 片 R 次 多 项 式 插 值 通 近 ,得 到 的 分 片 & 次 插值 多 项 在 每 个 元 上 
和 被 插值 图 数 完全 重合 . 我 们 说 这 种 插值 对 次 多 项 式 是 准确 的 . 

还 可 以 考虑 受 限制 的 多 项 式 .例如 ,三 次 插值 中 去 掉 三 角形 形 心 的 插值 点 ， 保留 每 条 
边 上 的 四 个 插值 点 , 仍 可 保证 相 邻 单元 之 间 插 值 清 数 的 连续 性 .但 是 少 了 一 个 插值 点 , 即 

只 有 9 个 插值 点 ,不 能 保证 插值 对 三 次 多 项 式 是 准确 的 . 我们 可 以 要 求 ve 
准确 的 ， 这 样 多 一 个 条 件 来 定 插值 多 项 式 . 得 到 的 多 项 式 称 为 受 限制 的 三 次 插值 多 项 式 ， 
具体 的 计算 方法 在 这 里 就 不 列 出 了 

如 果 要 求 插值 图 数 在 2 有 C (0) 连续 性 ,可 以 考虑 Hermite 型 插值 ,例如 分 片 三 次 
Hermite 插值 . 要 在 一 个 三 角形 元 上 确定 一 个 三 次 多 项 式 , 共 有 10 项 ,需要 确定 10 个 系 
数 . 这 可 以 由 三 个 项 点 上 的 函数 值 和 各 两 个 一 阶 偏 导数 值 ,加 上 在 三 角形 形 心 上 的 后 
数 , 共 10 个 条 件 来 确定 三 次 插值 函数 ,这 就 是 分 片 三 次 Hermite 插值 . 基 函 数 的 写法 
请 参阅 文献 L4]. 
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3.3 二 维 问 题 的 矩形 元 

除了 三 角形 单元 以 外 ,二 维 问题 中 矩形 单元 也 有 广泛 的 应 用 .我们 把 区 域 2 训 分 为 
若干 矩形 单元 的 组 合 , 每 个 单元 如 图 7. 21 所 示 , 其 中 (x.,y.) 为 矩形 的 形 心 ,而 单元 的 边 
界 邵 是 平行 于 坐标 轴 的 . 

作 变 换 

e 一 247 一 Ze) We A 
XT2™ XI V2™ VY 

我 们 就 把 xz,y 平面 上 的 矩形 单元 e。 变换 到 &,w 平 面 上 的 标准 单元 e ,如 图 7. 21 所 示 , 称 
(&,7) 为 局 部 坐标 . 我 们 在 e 上 讨论 Lagrange 型 和 Hermite 型 插值 函数 . 


| 
1,1) 1 4;(1,1) 


- A (X19) Ay(xXa, 2) 


Ce 


Al(X1, 1) dr 了 1) 


3.3.1 双 线 性 插值 


矩形 单元 上 最 傈 单 的 多 项 式 捅 值 是 双 线 性 插值 . 它 对 变量 过 和 > 分 别 是 线性 插值 ， 
在 单元 上 的 插值 郴 数 则 是 它们 的 乘积 ,其 各 项 相当 于 下 面 定 阵 乘 积 的 各 元 系 : 


1 ] 
| "| 
工 TY 


也 就 是 说 , 双 线 性 插值 式 共 有 四 项 , 即 
Ua (Ty) 一 CQ 十 pz 十 cy 十 dry。 
当 工 固定 时 , 它 是 y 的 一 次 多 项 式 , 当 y 固定 时 , 它 是 xz 的 一 次 多 项 式 . 它 共 有 四 个 系数 ， 
可 以 令 和 矩形 的 四 个 顶点 为 插值 点 ,以 插值 点 上 w(x,y) 的 函数 值 为 插值 条 件 确定 四 个 系 
数 . 在 &,7 坐标 系 中 也 完全 类 似 . 
下 面 我 们 在 局 部 坐标 中 讨论 插值 问题 . 双 线 插值 的 基 哨 数 是 对 应 的 一 维 局 部 坐标 系 
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Ni 一 元 (一 旨 (1 一 刀 ， 

Ns 一 元 (1 十 旨 (1 一刀 ， 
(3. 13) 

Ns 一 地 (1 十 全 (1 十 力 ， 

N= 70—O0+n. 

NNT 
如 果 记 A; 的 坐标 为 (&,w), 则 (3.13) 式 的 四 个 式 子 可 以 统一 写成 

Ni = 7 (+ (Tn) i=1,2,3,4. (3. 14) 


4 
[2 只 ny > uilN ;. 
i 二 1 


由 于 在 每 个 矩形 元 的 边界 上 ,上 式 的 w(x,y) 是 工 或 y 的 一 次 困 数 , 它 由 此 边界 上 两 
方 点 的 函数 值 惟一 确定 . 因此 ,分 厂 双 线性 插值 函数 在 相 邻 两 个 元 的 共同 边界 上 是 连续 
的 ,我 们 得 到 uw € C(0). 

在 xz,y 平 面 的 区 域 Q ,试探 函数 空间 的 基 函 数 $;(z,y) 在 第 i 个 节点 上 的 值 是 1, 在 
其 余 节 点 上 的 值 为 0. 它 在 包含 第 i 个 节点 的 单元 (最 多 四 个 ) 上 ,分 别 是 单元 插值 基 消 数 
N; 中 的 一 个 . 


3.3.2 ” 双 二 次 插值 
双 二 次 插值 函数 共有 9 项 ,它们 对 应 下 式 右边 矩阵 的 各 元 素 : 


] ] y a 
4 
a | Tr Xiy ry’ 


一 般 的 双 二 次 插值 函数 可 写成 这 9 项 的 线性 组 合 , 所 以 要 在 矩形 单元 e 上 取 9 个 节点 来 
确定 9 个 系数 . 易 见 这 样 的 插值 汕 数 当 xz 固定 时 是 y 的 二 次 函数 ,而 当 > 固定 时 是 xz 的 
二 次 函数 . 

在 和 .7 平面 上 的 标准 单元 e ,我 们 取 9 个 节点 如 图 7. 22 所 示 . 对 应 各 节点 的 基 男 数 分 


川 是 : 


Ni = THE— Dy—1), Ne 一 元 匈 (6 十 1)(7 一 1)， 
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Ns= 二 (E+ D+D), Ni 一 才 匈 (6 一 1)G9 十 1)， 


Ns= 58€— DO—#), Ne 一 本 0 一 DG1 一 名 )， 


” Nm 一 了 6(6 十 1D)(1 一 六 )， Ne 一 元 11 十 1D)(1 一 章 )， 
Ns= (1—€)(1—7). 3. 18) 
dL 都 是 对 应 一 维 的 二 次 插值 基 函 数 的 乘积 . 


经 常 应 用 的 还 有 一 种 不 完全 的 双 二 次 插值 . 如 果 我 们 在 标 
准 矩 形 元 去 掉 内 部 节点 A, ,对 应 在 双 二 次 插值 式 的 9 项 中 去 掉 zy 项 ,就 可 有 不 完全 的 
双 二 次 式 . 这 种 8 个 节点 的 不 完全 双 二 次 插值 的 基 函 数 是 


Ni =—F—OI—DI+ETD, N=—T1+OU—DI—#+D, 
Ns —— (+OU+DI ED N——71 dU+DI+é—D, 
Ns = 01—7) 一人， Ne 一 到 (1 一 旬 )(1 一 刀 ， 


Ni 一 1—7)U+O, Ne 一 方 (1 一 名 )(G1 十 刀 ， 


(3. 16) 
可 以 证 明 ,完全 的 和 不 完全 的 双 二 次 捅 值 对 二 次 多 项 式 男 数 都 是 准确 的 . 


3.3.3 Hermite 插值 


可 以 在 定形 e 的 四 个 项 点 Ali,A; ,A 和 As 分 别 给 定 录 数值 ,两 个 一 阶 仿 叶 数值 和 二 
阶 混合 偏 导数 值 , 共 16 个 条 件 , 确 定 一 个 双 三 次 完全 多 项 式 的 16 个 系数 . 可 以 证 明 这 样 
作出 的 分 片 Hermite 插值 有 C' (0) 连 续 性 , 它 的 基 函 数 可 以 通过 一 维 Hermite 插值 基 函 
数 的 乘积 得 到 ,这 里 不 青 列 出 . 

也 可 以 考虑 不 完全 的 双 三 次 多 项 式 插 值 ,我们 在 Al ,A; ,A; 和 A 分 别 去 挥 二 阶 混合 偏 
导数 的 条 件 , 对 应 去 掉 双 三 次 式 中 zy,x?y ,zy 和 xz?y? 项 ,这 样 作出 的 分 片 插 值 函 数 在 
单元 的 边界 上 法 向 导数 是 间断 的 ,但 仍 属 C(02). 这 种 单元 称 为 Adini 单元 ,有 广泛 的 应 用 . 


3.4 等 参数 单元 


以 上 介绍 了 二 维 问 题 三 角形 单元 和 定形 单元 的 应 用 .三 角形 单元 剖 分 很 商 便 灵活 ,是 
各 用 的 方法 .但 是 如 条 只 是 作 线 性 插值 ,对 于 震 要 计算 导数 的 问题 精确 度 较 差 . 用 定形 单 
元 作 放 分 ,如 采 要 计算 导数 , 它 的 效 朱 比 三 角形 单元 训 分 要 好 些 . 但 是 任意 区 域 2 作 和 矩形 
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前 分 的 适应 性 要 差 些 . 因此 可 以 考 上 不 把 两 者 结合 起 来 ,考虑 任意 四 边 形 的 蛙 元 ,希望 具有 
两 者 的 优点 . 此 外 ,对 于 任意 区 域 9 来 说 ,不 论 是 三 角形 训 分 还 是 矩形 训 分 ,都 需要 用 直 
线段 代替 2 的 曲线 边界 来 得 到 0Q 的 近似 区 域 ,有 时 人 们 会 不 满意 这 种 近似 . 如 果 末 用 曲 
线 边 界 的 单元 ,会 得 到 Q 更 好 的 近似 区 域 . 基于 以 上 考虑 ,下 面 引 入 等 参数 单元 的 概念 . 
3.4.1 意 四 边 形 单元 

任意 四 边 形 单元 具有 三 角形 单元 和 和 抢 形 单元 的 优点 .我 们 讨论 在 任意 四 边 形 单元 e 
上 怎样 构造 插值 函数 的 问题 . 例如 ,在 图 7. 23 所 示 的 单元 e 上 ,能 否 作 双 线 性 插值 (插值 
困 数 形式 为 & 十 pz 十 cy 十 dzy) 呢 ? 我 们 看 四 边 形 e 上 的 -条 边 A,A，, , 它 所 在 直线 的 方程 
可 以 写成 y= 二 kr 十 mx, 一 般 上 有 关 0. 将 yy 代入 双 线 性 式 ,得 到 工 的 一 个 二 次 式 , 它 并 不 由 
4A; 和 A, 两 点 的 图 数 值 完 全 确定 ,所 以 每 个 单元 上 这 样 的 插值 不 能 保证 分 片 插值 函数 的 
C(CO) 连 续 性 . 


A (Xa 4) A,(x3, ys) 


A171, 7) 


上 
A(xo, 2) 


图 7.23 


但 是 我 们 可 以 考虑 (zx,y) 至 (&,) 一 对 一 的 可 道 变 换 
工 一 工 (677)， 
Be le, 
使 得 e 变换 到 &,w 平 面 的 标准 正方 形 e ,然后 在 e 上 作 双 线性 插值 , 据 上 一 段 的 (3. 14) 式 ， 
插值 基 栖 数 为 


3 


Ni = T+) (+ my) i=1,2,3,4. 
插值 公式 是 
4 
us = PUuNi(é,N), (€,n) EEL. (3. 18) 
| 


根据 (3. 18) 式 可 以 在 标准 单元 e 上 进行 计算 . 

要 求 变 换 (3. 17) 式 是 可 道 的 ,也 就 是 要 求 它 的 Jacobi 行列 式 
9 yy) 
9(E,7) 


[|= 0 
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当然 ,满足 此 要 求 的 变换 (3. 17) 式 有 很 多 种 取 法 ,但 是 我 们 通 稼 还 是 取 z(e,77) 和 yy(e,7) 
为 和 7 的 多 项 式 . 如 果 我 们 考虑 插值 公式 (3. 18) 对 一 次 多 项 式 是 准确 的 ,我 们 可 以 取 变 换 
(3. 17) 式 为 

二 Dy ziNi(€,n) 和 
| (3. 19) 
W 一 2 yiNi(é,D. 
可 以 验证 在 变换 (3. 19) 式 下 ,e 变换 为 e. 例如 ,看 e 的 边 A1A;, 它 在 &,w 坐标 系 下 方 
程 为 7 一 一 1. 在 变换 (3. 19) 式 下 ,有 


4 
一 > ziNi(é, 一 1])， 
;二 1 


y= >》yNi(E, 一 1). 
而 Ni(s,7) 是 和 67 的 双 线 性 函数 , 当 7 固 定 为 一 1 时 ,NiCe, 一 1) 是 和 的 线性 函数 ,所 以 上 
面 两 个 式 子 确定 了 x 和 y 的 一 个 线性 关系 ,这 就 说 明了 AiA, 变 换 到 了 xz,y 平面 上 的 直线 
段 . 再 验证 A, (一 1,1) 在 (3. 19) 式 下 变换 至 Ai (zi;,y1),As (1, 一 1) 变 换 至 A, (zs yys) 即 
可 . 同 理 可 以 验证 e 和 e 其 他 边 的 变换 关系 . 
其 次 ,我们 验证 变换 是 可 逆 的 . 考察 Jacobi 行列 式 


aN, aN, 

jz 了 yy; de 

SN SN 

2 ee 之 /yi 

利用 N; 的 表示 式 分 别 对 和 7 求 偏 导 ,代入 得 
l 1 

a 十 [3 Dz) 了 二 [ Dy ] 


本 


了 一 a(é,n) 


[了 | 


二 Dri 而 马 2 Triéim 上 = ym 一 Dy 上 
2 i 下》 1 


-一 
了 Dr 二 Dy 二 人 AT = Dy 
一 ri: 一 Dy 


] ] 
4 > Lin 汪 2 Yin: 
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所 以 1 是 &,w 的 一 次 函数 .我们 只 要 验证 在 e 的 四 个 顶点 上 | 是 同 号 的 ,就 可 以 保证 在 
e 上 | 关 0. 例 如 , 令 82= 一 1,y== 一 1, 可 以 计算 出 
TAD1=i ?=|AR || BA | sing,, 
人 TXT4 X11 MY 4 

其 中 0, 是 e 在 顶点 A 的 内 角 . 同 理 ,|J(A,)|,|JCA) 1 和 |J(CA | 也 可 分 别 写 成 含有 
sinb ,sin0 和 sinb 的 式 子 .这样 ,要 |J(A;)|1(i= 二 1,2,3,4) 同 号 ,就 要 sin0 (一 1,2,3,4) 
同 号 ,其 充分 必要 条 件 是 0 二 60. 二 x(i= 王 1,2,3,4). 所 以 如 果 四 边 形 e 是 一 个 凸 四 边 形 , 则 
有 |1J| 关 0, 变 换 (3.19) 式 是 可 道 的 . 

我 们 通过 变换 式 (3. 19) 将 标准 正方 形 e 和 任意 四 边 形 e 对 应 起 来 . 变换 式 (3. 19) 的 
逆 变 换 式 子 比较 复杂 ,将 会 出 现 无 理 函 数 .不 过 我 们 将 有 限 元 计算 在 标准 单元 e 上 进行 ， 
而 不 必 换 回 在 e 上 进行 计算 . 


3.4.2 等 参数 单元 的 概念 和 例 


以 上 任意 四 边 形 单元 e 变换 到 标准 单元 e 的 例子 有 一 个 特点 ,就 是 插值 孙 数 式 
(3. 18) 和 坐标 变换 式 (3. 19) 的 形式 是 相同 的 ,它们 都 以 节点 的 值 为 参数 ,参数 的 数目 是 相 
同 的 ,采用 的 基因 数 也 相同 ,具有 这 种 形式 的 单元 称 为 等 参数 单元 ,变换 式 (3. 19) 称 为 等 
参数 变换 . 上 面 介绍 的 任意 四 边 形 单元 的 例子 称 为 四 节点 四 边 形 等 参数 单元 . 还 有 很 多 其 
他 等 参数 单元 的 例子 . 

例 3.2 八 节 点 四 边 形 等 参数 单元 

考虑 四 边 形 单元 上 的 不 完全 双 二 次 插值 ,在 标准 单元 e 上 ,不 完全 双 二 次 插值 的 基 桥 
数 由 (3.16) 式 给 出 .在 e 上 的 插值 公式 是 

U; 二 DW N.Cé, 7)， 

其 中 是 各 节点 上 (8,7) 的 函数 值 . 按照 等 参数 变换 的 概念 ,(&,w) 至 (xz,y) 的 坐标 变换 
取 为 


吕 
t= DzNi(é,D, 
i 二 1 


8 
y 一 2 yiNi ED ， 
其 中 N;(&,7) (i 二 1,…,8) 如 (3.16) 式 所 示 . 可 以 看 到 ,对 应 于 6,7 平面 的 单元 e ,在 zy 
平面 的 等 参数 单元 e 的 四 条 边 都 是 二 次 曲线 段 ,e 是 一 个 曲 边 的 四 边 形 . 只 要 把 节点 
Ai;(G 一 1,…,8) 确 定 , 就 可 以 作出 这 样 的 曲 边 四 边 形 单元 .如 图 7. 24. 
等 参数 单元 有 很 多 应 用 . 标准 单元 除 选 为 正方 形 外 ,也 可 以 选取 为 直角 三 角形 . 例如 ， 
如 图 7. 19 所 示 的 单元 e, 对 应 的 二 次 等 参数 三 角形 单元 的 坐标 变换 公式 为 


习 题 wil 


0) x 
图 7.24 


T=xLi(2Li 一 1) 十 ZLy(2L 一 1) 十 ZL3(02L3 一 ]1) 
十 Ts 4LsLs 二 zs * 4LsLi 二 zxe * 4LiL;, 
y=yLi(2Li OO— 1 ysL (2L;, — 1) ysLs(2L;— 1) 
十 = 4 13 十 * 4LsLi ye * 4LiL,, 
它 将 ,7 平面 上 的 标准 直角 三 角形 变换 到 z,y 平 面 上 的 一 个 曲 边 三 角形 , 式 中 6 三， 
1 一 上 5 一 1 一 人 一 站 


站 题 


1. 对 两 点 边 值 问题 


= 二 2， 0 二 ZX 二 1， 
lu(0) = 0, ww (1) = 0, 
取 分 段 线 性 插值 限 数 为 试探 哨 数 , 求 下 列 情况 下 有 限 元 方法 形成 的 代数 方程 组 . 
(1) 将 [0,1j 剖 分 为 五 个 长 度 相 等 的 单元 . 


(2) 将 [0,1] 剖 分 为 四 个 单元 ,节点 分 别 是 zr 一 0, 二 ,了 ,志和 1. 


2. 同 第 1 题 的 问题 , 当 [0,1] 前 分 为 两 个 及 三 个 长 度 相等 的 单元 时 , 求 x 一 二 时 的 值 
3. 用 四 个 长 度 相等 的 线性 元 求解 边 值 问题 


du 


u(0)=0, wu(l)=0. 
4. 在 边 值 问题 (1.1),(1.2) 式 中 , 设 p,g 为 痢 数 ,对 均 习 训 分 的 情况 ( 即 x; 一 zi 二 
由) ,使 用 线性 元 , 试 列 出 有 限 元 方程 组 的 总 刚度 矩阵 . 
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5. 试用 Ritz 方法 推导 边 值 问题 (1. 1) ,(1. 2) 式 使 用 线性 元 时 得 到 的 代数 方程 组 . 
6， 对 习题 1 的 问题 ,用 两 个 等 分 的 二 次 元 , 列 出 有 限 元 方法 的 代数 方程 组 . 
7. 对 边 值 问题 


_ du 


ul(0)=1, ww(l)++2u(l) = 3, 
使 用 三 次 Hermite 元 . 
(1) 将 [0,1 作 为 一 个 单元 , 求 节点 上 uv 之 值 . 
(2) 将 L0,1j 分 为 两 个 长 度 相 等 的 单元 , 列 出 有 限 元 方法 的 代数 方程 组 . 
8. 有 弹性 基础 的 染 , 势 能 表示 为 


RR Te fdw | a . 四 
J (u) = 省 [Er( 氏 | 二 ku +2fu|dz, 


试用 Hermite 元 ,; 列 出 单元 刚度 矩阵 和 单元 何 载 问 量 . 
9. 如 图 7. 25 所 示 的 长 方形 区 域 分 为 20 个 三 角形 单元 , 试 讨论 两 种 节点 编号 方法 对 
总 刚度 矩阵 带宽 的 影 响 


图 7.25 


10. 验证 三 角形 单元 e 的 面积 为 


i We 
11. 设 L,L， 和 工 ; 为 三 角形 单元 e 上 的 面积 坐标 ,试验 证 


-- As TAs! 
[hg 1 drdy = 一 sl 


, CA Aa 
其 中 ,as ,ns 为 非 负 整 数 . 
12. 对 边 值 问题 


二 A. . 


一 A = ff， (XY) EU, 


ou | I 
= au Ls (Xx yy) (2， 


(其 中 wx=a(zyy) 二 0,e(Czyy) 天 0). 若 用 三 角形 线性 单元 求解 , 试 证 得 到 的 总 刚度 矩阵 是 
一 个 对 称 正定 矩阵 . 


13. 对 第 一 边 值 问题 
“Aa= fs (zr) € DD, 
0 (zy) Ed 
证 明 上 题 的 结论 . 
14. 在 正方 形 上 给 出 边 值 问题 
—AMu = 2(7T 3 一; 0 二 10 二 二 1， 
jo — Ws U(X0) = zx,， 
Welav) = 1 — Ys tal = 1 = 
用 如 图 7. 26 所 示 的 四 个 双 线 性 窍 形 单元 , 求 其 有 限 元 解 . 
15. 上 题 的 边 值 问题 , 考 上 感到 解 关 于 z=y 的 对 称 性 ,用 图 7. 27 所 示 的 四 个 三 角形 线 


性 单元 , 求 其 有 限 元 解 . 在 边界 x 一 上 ， 给 出 边界 条 件 取 一 0 为 此 边界 的 外 法 向 . 


图 7.26 图 7.27 图 7.28 


16. 如 图 7. 28 各 点 坐标 依次 为 (0,1),(1,2),(1,1),(0,0),(2,2),(2,1),(1,0). 边 
值 问题 为 
= 一 0U， 在 Tl， ,了 25 ,67 ,74， 
癌 一 V， 在 刀 ， '. 
= 
使 用 线性 元 ,计算 各 单元 的 单元 刚度 矩阵 及 单元 集 载 回 量 ,并 写 出 总 刚度 佐 阵 和 电信 载 


器 量 . 
17. 试用 Ritz 方法 推导 使 用 三 角形 线性 单元 解 Poisson 方程 第 一 边 值 问题 得 到 的 代 
18. 对 于 三 维 Poisson 方程 轴 对 称 的 第 一 边 值 问题 ,使 用 三 角形 线性 单元 , 试 推导 有 
限 元 方法 的 代数 方程 组 . 
19. 分 别 用 矩形 双 线 性 元 和 分 点 不 完全 双 二 次 元 ,推导 算 子 一 A 的 单元 刚度 矩阵. 
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以 上 几 章 我 们 分 别 介绍 了 差分 方法 在 双 曲 型 抛物 型 和 椭圆 型 方程 中 的 应 用 ,以 及 绕 
性 李 圆 型 方程 的 变 分 原理 和 有 限 元 方法 ,其 中 包括 了 一 些 最 基本 的 理论 和 计算 方法 . 本草 
将 介绍 一 些 其 他 有 关 偏 微分 方程 数值 解 的 问题 .包括 应 用 变 分 原理 来 列 差分 格式 ,有 限 元 
方法 用 于 抛物 型 方程 和 一 些 非 线 性 问题 ,特征 值 问 题 的 变 分 原理 和 有 限 元 方法 . 最 后 介绍 
近年 来 流行 的 边界 元 方法 和 多 重 网 格 方法 .这些 介 绍 部 是 十 分 何 单 的 ,有 些 介绍 只 能 起 所 
出 问题 的 作用 . 至 于 详细 的 讨论 和 用 于 各 种 实际 问题 的 具体 计算 方法 ,有 兴趣 的 读者 请 参 
阅 有 关 文 献 . 


1 基于 变 分 原理 的 差分 格式 


本 书 开 妈 的 几 章 介绍 了 差分 方法 在 解 各 类 方程 中 的 应 用 . 其 中 构造 各 种 类 型 的 差分 
格式 ,是 从 微分 方程 本 身 出 发 ,用 Taylor 展开 等 方法 得 到 差分 方程 . 本 节 介绍 男 一 种 构造 
差分 格式 的 方法 ,与 以 前 方法 有 所 不 同 , 它 利用 变 分 原理 及 构造 基 转 数 来 产生 差分 格式 . 
下 面 将 利用 Galerkin 变 分 原理 构造 差分 格式 ,通过 一 维和 二 维 问题 的 窗 单 例 于 来 说 明 这 
1.1 一 维 问题 

考虑 自 伴 型 的 边 值 问题 

dc 到 et 
| (pC rik Julr) = f(z), zx € (0,1), 站 
\u(0) =0, wx(1) = 0. 
其 中 p(x) 宇 po 记 0,g(z) 宇 0. 为 了 推导 差分 格式 ,前 先 旗 分 区 间 L0,1j, 为 此 引入 市 点 0 一 
Zo<TI<…<zTN+l 一 1]. 对 于 有 一 1,2,…… 入 ,定义 如 下 的 函数 


U， 9 [Oemea |s 
he | | 
vs 人 有 1 
Sa 二 
-KEH 二 
全 (ZX ;Tht ， 
Tet Ah 


0， Sf 刘 EC (Xl sl |. 
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其 实 w (zx) 就 是 第 7 章 (1.7) 式 所 定义 的 基 图 数 ,它们 的 图 形 如 图 7. 2 所 示 , 只 是 去 摊 了 
那 组 基本 数 中 对 应 边界 点 的 两 个 函数 ,这 是 由 于 边 值 问题 (1. 1) 中 齐 次 边界 条 件 的 绿 故 . 
如 果 令 人 一 spantal ,oz ,woN}, 即 由 {os} 张 成 的 空间 , 它 是 由 满足 齐 次 边界 条 件 , 且 一 
团 非 光滑 点 都 在 节点 上 的 分 段 线 性 连续 函数 所 构成 的 . {wi} 就 是 5; 的 一 组 基 消 数 . 对 一 
切 wxE Si ,都 有 


N 
u(xX) = > ww; (rs (1.2) 
j=1 


其 中 汶 ;二 w(x;),j 二 1,… ,NN. 以 下 我 们 就 设 边 值 问 题 (1.1) 的 近似 解 xE S,. 
注意 到 (ws} 有 某 种 形式 的 正 交 性 质 . 如 果 考 虑 函数 空间 的 内 积 为 


1 
(gsh) = | g(x)h(r)dr, 


0， /和 有 一 2， 
Are : 上 一 上 一 外 ， 
ee 1 
| wi (XI)w (TX) dz = 3 (Axe3 十 Axii1)，! = 二 上 &， (1. 3) 
0 
L ss, 
6 人 ATH#， 一 有 十 1]1， 
人 


这 里 亿 与 与 牢 了 草 稍 有 不 同 ， 和 TH 一 Ttl Ck "AT 一 了 TE 光一 1 。 由 (1. 3) 式 可 以 看 出 ， 
of (zz) 与 除 ozZ) orz)yotCz) 之 外 的 全 部 w, (Xx) 正 交 . 这 是 这 组 基 图 数 的 一 个 特殊 
性 质 , 下 面 将 用 这 些 性 质 推 导 差 分 格式 . 

现在 使 用 Galerkin 方法 . 设 wE S, ,用 基 函 数 w 与 (1. 1) 式 的 方程 两 边 做 内 积 运算 ， 
得 到 


区 dz 
利用 分 部 积分 及 ps (0) — wh (1) 一 0 ,得 到 


z 
| | 一 Ep Fy 全 + (Tu (XT) OO— fF (rx) | (zydr = 0. 


| [2 $e + Cu — on]dr =0, 1. 


dz dx 
因为 w(x) 只 在 [zs-_1,Zzi+1j 上 非 零 ,所 以 可 将 (1.4) 式 改写 为 
| [和 二 Cgqu — for |dz 一 0， 二 


| dz dz 


N 
注意 到 二 [xpi ,XT 时 ， WC 一 2 UiW; 一 UV-1 十 Ka， 因此 


1 三 1 
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du 1 ， ff 1 ER 
Fe — Us Aze 1 | R Aze 了 (un U1)， 
x) dz Fi Axs1 0 
其 中 ps- 土 古 p(xz) 在 [zi-1 ;zj 的 平均 值 , 即 
A = = Plz) dr. (1. 6) 


此 外 还 可 得 到 


Tk 人 
| Uw 元 一 | gl urwr 和 到 一] UE]1 ws dx 


La “一 1 
< < 
— HE ] CO pW 站 二 十 We—1 | V1 wR d 
TR—l 一] 
下 ,不 k—l],k 
Ud 人 -1 We dal ， 


其 中 


get 站 gwiw ; dz. (1.7) 
同 理 有 
tl du dor piti | : 
| dr Azy I Wit ux), 
局 quw: dz 一 Urge 下 el 
其 中 ps++ 和 qr++ 类 似 (1.6) 式 和 (1.7) 式 . 因此 ,(1.5) 式 就 化 为 
Pre-3 Pus ， , 
0 (i (Up 下 de We 
(ge 十 | ) UE 十 sj E41 一 下 k — ] 二 2 as" "sls (1, 8) 
其 中 
Fi = | fordz. (1. 9) 


(1.8) 式 再 补充 边界 条 件 w 二 0,u 二 0 就 得 到 完备 的 差分 格式 , 它 是 汉 ,…,u 的 三 对 角 
方程 组 . 当然 , 它 和 第 7 革 第 1 市 摘 述 的 有 限 元 离散 方法 是 完全 等 价 的 . 
我 们 也 可 以 对 同样 的 基 函 数 {w;} 用 Ritz 方法 得 到 相同 的 方程 组 ,因为 我 们 讨论 的 边 
值 问 题 (1.1) 是 自 伴 型 . 对 于 非 自 伴 型 的 边 值 问题 ,Galerkin 方法 的 推导 仍 可 类 似 进 行 . 进 
- 步 还 可 以 讨论 由 分 片 高 次 多 项 式 构成 的 基 郴 数 或 由 三 角 图 数 构 成 的 基 图 数 在 Galerkin 
方法 中 的 应 用 . 
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1.2 二 维 问题 
我 们 用 一 个 简单 的 例子 来 说 明 二 维 问 题 . 考虑 Poisson 方程 的 第 一 边 值 问题 
—Au= f, (zx,y) € 0Q, (1. 10) 
|, 一 0， 元 9 直人 oan; (1.11) 
其 中 加 为 zy 平面 上 的 正方 形 , 即 
= | 和 1 1 
在 0 委 z 肥 1] 和 0 和 yy 入 1 上 分 别 取 0==zo 二 X11 二 … 过 zn 二 1 和 0 一 过 册 过 < 一 yN+ 一 1. 利 
用 直线 X= 二 zxi(k 二 0,1,…,N 十 1) 和 y= 二 y,(1 二 0,1,… ,NN 十 1) 就 可 以 把 区 域 CQ 痢 分 好 了 . 
用 0Q2; 表示 只 内 网 格 点 的 集合 : 
0Q;, 一 {(zeyy) |R = 1,2,.%,N)}. 
下 面 构造 试探 函数 空间 S, , 令 


= yy | xi re | 
TE el 
wz (TI) = 人 Ed Bf CE (Tp We k > 1 2 12) 
TE El 
0 ， 其 他 
Em /= VY GC [| yr se |s 
i Yl 
a j= Ya | f= lds yl, (1. 13) 
yl A VY CS (yi Ys 
JI Yl 
申 其 他 ， 
并 日 定义 
Cp (TXT,Yy) — ts (TX)w,,(y), k,l 一 1 2wseswiy。 (1. 14) 


因为 {ws} 是 线性 无 关 的 函数 列 ,把 由 {ww}) 张 成 的 函数 空间 记 为 5S;, 即 S 是 由 {wn} 所 有 
线性 组 合 的 全 体 所 构成 ,在 其 中 ,{ww}) 就 是 S; 的 一 组 基 . 边 值 问题 (1. 10) 式 ,(1.11) 式 的 
近似 解 u; 就 取 为 5S; 中 的 函数 . 

(zy = > ww (zy), (1. 15) 


(xy) ED, 
匈 见 系数 ui 就 是 uj 在 (zy) 上 的 值 .根据 第 6 草 Galerkin 方法 的 讨论 , 边 值 问题 
(1.10) 式 ,(1.11) 式 的 近似 变 分 问题 取 为 : 求 us € Si ,使 得 

Dusv) — Flvw) =0, Vv, EE Sh,， (1.16) 
其 中 


TM st J | Vus * Vudzrdy, F(wv,)= | dzdy. 
了 n 
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特别 地 ， 分 别 取 UV — wu »k /一 els 我 们 有 
D(au, CO ) Flw,) 一 U， Ryt -= ] ,2 sd. (1. 17) 
将 下 标 ( 人 ,站 ) 按 (1,1),(1,2)，…,(1, NI) (2，1), 2 2) 2) ” (N,1),(N, 


站 
同样 的 次 序 构成 向 量 g. 这 样 (1.17) 式 就 写成 线性 代数 方程 组 
Au 一 sg. (1.18) 
为 了 计算 矩阵 4 的 元 素 , 把 (1.15) 式 代入 (1.17) 式 ,得 到 
DusD ws sown) = Flwn), k,l = 1,2,.,N. 
记 
一 D (ow; » CE ) 和 
则 有 
aij 一 Ee y) ju 09] eedy + [a jy (Ty) 本 jou Crs) |drdy, 


人 


再 记 上 式 等 号 右边 第 1 个 积分 为 了 ,第 2 个 积分 为 荆 , 即 得 


Jf -we (i eee lz) jdzdy， 


a ee 

pe 中 [ww (ZX JU (I) (Be (vy) ] (Be (xy) ] drdy. 
注意 到 上 数列 { CD) 和 人 fa ,CD} 的 定义 及 正 交 性 质 (1.3) 式 ,容易 看 到 ,如 果 |;_A| 之 1 或 
者 17 一 中 二 1, 则 有 ai 好 一 0. 因 此 ,4 是 三 对 角 的 分 块 矩阵 ,写成 


4 Ai 
4 4 A,; 
A= Ass A;; ” ? 
NIN 
Anv-! ANw 
其 中 每 个 了 于 定 阵 Au 本身 是 三 对 角 和 矩阵 
CA aa 
apa ak2 CQ 
Au = 1 和 
和 Ss 
agN aN 
以 下 设 网 格 是 均匀 的 , 即 步 长 x 一 x_i 二 yi 一 yi 二 有 hk,1 二 1,2,……,N. 并 人 简 记 


] 蕉 于 变 分 原理 的 差分 格式 


wT) NN wi CT) 0, 以 (Vy) 为 wr (y). 我 们 给 出 asy 服 后 的 和 i 
ak, 一 二 | dr | [or(Cy) 十 oz(Cz)j dy = 


er es rate CT Co Tw yw (Cy) Jdrdy 


= 总 | dr [oC 二 ， 


一 |e (y) )2ow (Tw pi (Z) wi (Tw (x) (w' (y) ) jdzdy 
n 


一 二 | dz|” [一 oz: (Cy) TF ower ow (zx) 1dy 一 一 地， 
”31 "Vil , 
2 -二 | 1 下 [om 9) — ot) (x) 1 一 上 
Rl 了 (LL | WN YW I Y We TO TH UY 
h | ”3 
8 PE = | dz | | 一 | (Yy)w, ( 二 一 | (XT) wr (zx) |dy = 1 
h < 一 1 2 3 
人 一 一 一 一 亏 四 一 一 到 Me "{—1 一 , ktl ,1 
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对 于 F(ww) 的 计算 ,我 们 也 看 一 个 简单 的 情形 , 即 f(x,y) 二 了 (第 数 ) 的 情形 ,此 时 有 


Fw ) = once ardy = = /| 人 | WO E 


于 是 ,得 到 差分 格式 
了 一 可 (wu 下 
二 wynm tT uy um) 一 天 三 
差分 格式 (1. 19) 容 易 与 通常 方法 推导 的 差分 格式 相 比 较 . 如 采 在 Q; 上 取 
diw ,9°1 1 1 EE 
[37 + 3y | ~ > a js t z, > Ri 3] zx, ? 


Es 3 下 下 一 ] 6 |， 1—1 入 了 


其 中 ,P 一 及 一 1, 遍 一 全 再 对 了 党 和 了 都 用 三 点 中 心 差分 格式 ,这 样 可 得 


tle 区 ) 十 局 [5 9y 区 te 9y 旨 -。 +h [BS 0 


y= y) y=y) y= y) y=yl 


le -+B (3 ).-, | 


>y™ yl | 


Up—1,1+l1 十 ,1 十 Wii ,一 1 UE — ZUy 十 | 
RET ”一 3 
下 | 下 大 


(1 19) 
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WEF ZUp 1,1 十 [| EtEH 一 1 LE 1 而 He—1 ,一 ] 
一 一 一 一 一 一 一 一 


h* 下 
4 hl 十 | 
下 
经 过 合并 同类 项 就 可 得 到 差分 格式 (1. 19) ,这 是 一 种 九 点 格式 ,不 同 于 最 简单 的 五 点 


格式 . 

以 上 二 维 例子 不 难 推广 到 一 般 的 矩形 域 或 边界 平行 坐标 轴 的 其 他 区 域 , 还 可 用 于 不 
均匀 网 格 以 及 变 系 数 等 情形 . 利用 变 分 原理 列 差 分 格式 还 有 其 他 更 复杂 的 情形 ,我们 不 再 
叙述 . 还 要 注意 到 ,在 上 述 二 维 例子 中 ,讨论 的 是 第 一 边 值 问题 ,虽然 得 到 的 差分 格式 也 可 
以 用 通 稼 方法 推导 ,但 是 对 于 有 目 然 边界 条 件 的 边 值 问题 ,用 变 分 原理 就 要 方便 和 简 
时 本 


2 抛物 型 方程 的 有 限 元 方法 


第 7 草 讨 论 了 椭圆 型 方程 的 有 限 元 方法 , 顶 圆 型 方程 通 第 表示 与 时 间 杰 量 无 天 的 定 
利 场 的 问题 . 如 采 考 虑 与 时 间 变 量 有 关 的 定 解 问题 ,也 可 以 用 有 限 元 方法 .下 面 讨 论 抛 物 


型 方程 的 定 解 问 题 


仍 记 
人 ce 十 三 十 ww)dzxdy 有 意义 ,v |an 二 0). 
n 
对 一 切 vE Si, 以 vv 乘 (2.1) 式 两 边 髓 积分 ,并 利用 Green 公式 ,得 到 
| Fevdzrdy + | Vu *，。 Vudzrdy = ||poazray, VvuE Sy,t € [0,T). (2 4 ) 
Nn 0 n 


称 (2. 4) 式 和 初始 条 件 (2. 2) 式 为 定 解 问题 (2.1) 一 (2.3) 的 变 分 问题 ,或 称 为 广义 解 问题 . 
如 果 有 图 数 wx(Cz,y'i) 对 所 有 zzE[L0,T) 均 属于 So ,而 且 满 足 (2.2) 式 和 (2. 4) 式 , 称 这 样 的 
u 为 定 解 问题 (2.1) 一 (2.3) 的 广义 解 , 定 解 问 题 (2.1) 一 (2.3) 的 古典 解 一 定 是 广义 解 . 
首先 考虑 问题 (2.2),(2.4) 的 连续 时 间 变 量 的 Galerkin 有 限 元 方法 ,这 也 称 为 半 离 
本 我 们 确定 So 的 一 个 有 限 维 子 空间 W 作为 试探 函数 空间 .例如 可 以 考虑 上 一 章 讨 
论 过 的 三 角形 前 分 下 线性 单元 形成 的 分 片 线性 函数 空间 ,也 可 取 其 他 的 有 限 元 逼近 所 形 
成 的 试探 图 数 空 间 . 记 全 的 基 为 gi(Czyy), gzyy)，… 加 (zy), 即 太一 spanfgiygo， 
,$4). 则 (2.4) 式 的 允 近 形式 可 写 为 
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)] Sadrdy + ev 。 Vusdzxdy = fadedy, Vvu, EVist €E (0,T), (2.5) 
其 中 所 求 的 usEVi ,可 表示 为 


un(X, Yt) 一 一 Db (2) 4; (X,Yy), Le. 6) 


这 里 把 时 间 变 量 1 作为 参数 ， 它 包含 在 按 基 丽 数 展开 式 的 系数 a; 中. 
按 Galerkin 方法 ,在 (2.5) 式 中 取 vw 二 $8;,71 二 1,2,…,n, 并 且 把 (2.6) 式 代入 (2.5) 式 
中 ,得 到 


> sardy) 2 二 小 人 #dzdy je; (2 | 
-| fhidrdy, 1 = 1,2,°,n. (2 7) 
上 


这 是 一 个 关于 aj (D0 三 1,2,…,n) 的 线性 第 微分 方程 组 .求解 此 方程 组 ,还 沉 要 知 书 初 妨 
值 a; (0) ,j= 二 1,2,…,n. 为 此 我 们 从 (2. 2) 式 出 发 , 令 


| [so0 — Wo) bidzdy =0, 1i1= 1,2,.,n， 
0 


Da C0)||ggidrdy 一 lugidrdy, 1 一 1],2,.…,n., (2. 8) 
7 一 1 n 0 
(2.8) 式 是 关于 {a;(0) 的 线性 方程 组 , 解 出 a;(0) 二 ajo ,7 三 1,2,…,n, 即 可 求 得 
站 
j 一 1 


将 方程 组 (2.7) 写 成 矩阵 形式 , 记 
& 一 Qi) 一 La 人 (tasz(Cr) ar(Ct) | 


f= f(t) = sary 8rdrady 1gsdzdy] 
M= Lm;j， 其 中 ms -小 $;drdy, 


K = [Lk;j]， 其 中 心 -hs $i:* V $drdy, 
这 样 就 得 到 a 满足 的 微分 方程 组 
M E+ Ka J/， (2. 9) 


再 加 上 ea (0) 的 初始 条 件 
[a (0 ) = | ai。 人 性 20 9 ”””9 亿 nn0 I (2, 10) 
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便 可 求解 a (2). 方程 (2.9) 中 的 M 通 第 称 为 质量 矩阵 ,而 KK 就 是 椭圆 型 方程 求解 中 的 蜀 
度 和 矩阵 . 

下 面 讨论 对 时 间 变 量 1 的 离 数 ,这 也 称 为 全 离散 方法 . 设 时 间 步 长 为 At,i, 二 mAt, 如 
果 A 一 雯 , 则 m 二 0,]1 ,**… ,NN. 


在 时 间 层 m 写 m 十 1 层 之 间 , 即 i 人 t 夺 t+ ;将 1 变换 到 变量 zc, 即 
t= (mnNAt, 
则 有 0 过 r 委 1. 对 a;(?) 进 行 线 性 插值 ,即今 
a;(t) = (1 — Da; (mAt) TT mm 十 1)Ab)， 


则 有 
daj(2) _ 17- ,A 网 
RL mAt) + aCmt 1)AnD]. 
这 样 ,可 以 得 到 以 aj(z) 为 分 量 的 向 量 a (7) 的 插值 式 
Qi) 一 (1 一 rz) an 十 rao+Hl， (2.11) 
da _ 1 > 
dt vy amt a mi), La 
其 中 


@ ,= [a mAt) as (mAt) ,a, (mAt) |, 
Q m+1 类 似 . 同 理 也 可 对 问 量 f 进行 线性 插值 ,得 到 
站 一 (2. 13) 
t 中 


W 


fn = [ardy,e ,|f ,$ndrdy] ， 
fm+t1 也 类 似 . 这 样 方程 组 (2. 9) 就 化 为 | 
AM (a ES 
如 果 在 (2. 14) 式 两 边 乘 上 一 个 非 侍 的 权 困 数 , 记 为 wm(r) ,再 令 z 从 0 到 1 积分 ,就 得 到 
Ma 一作 .| wD dr + Kre | rw (Ddr te ,| a — rt)w(r) dr)] 


] 1 
a rw drt ,| (1 — rt)w(r) dr, 
1 1 1 
上 式 除 以 | w(t)drt, 并 且 令 9 = | -ucodr/| zuCr)dr, 就 得 到 


Eo 二 OK 和 EE AM + 0l — DK}, = J 


如 果 已 知 向 量 f, 就 可 算得 ff ,六 .知已 求 得 ae ,(2. 15) 式 就 是 we 的 方程 ,可 以 求解 . 
这 样 从 au 一 (0) 开 始 ;和 逐 层 求 出 a 的 值 . 
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关于 如 何 选取 权 函 数 w(7) 的 问题 ,可 以 选 为 在 t= 二 0 或 一 方 ,r 一 1] 上 的 6 函数 .分 别 


算出 0 一 0,0=- 卫 ,或 0 一 1. 这 就 相当 于 有 限 差分 方法 中 的 向 前 差分 格式 ,中 心 差分 格式 


(Crank-Nicholson) 和 问 后 差分 格式 . 可 以 类 似 差 分 方法 那样 ,讨论 9 取 不 同 数 值 时 格式 
的 稳定 性 . 


除了 上 述 权 困 数 的 选取 方法 外 ,也 可 以 选择 为 区 间 L0,1] 上 的 去 次 和 一 次 捅 值 基 图 
数 . 即 w(t) 二 1 ,rows(T) 二 t+ 和 ws (7T) 二 1 一 t+, 这 样 分 别 得 到 9 一 三 ， 志和 二 


进一步 可 以 考虑 有 3 个 或 更 多 的 时 间 层 ,并 讨论 其 稳定 性 问题 . 
3 ”一 些 非 线性 问题 


有 限 元 方法 已 经 广泛 地 应 用 于 解 各 种 不 同 的 非 线性 问题 . 例如 ,固体 力学 和 流体 力学 
及 其 他 物理 学 领域 中 的 非 线性 问题 ,都 存在 一 些 有 限 元 解法 . 这 里 我 们 以 最 简单 的 例子 说 
明 一 些 非 线性 问题 的 处 理 方法 . 


3.1 非 线 性 问题 的 一 个 例子 
求解 一 个 非 线 性 的 定 解 问题 


lx = g， (X,Y) E 9 (3. 2) 
E to 二 上 ， (zy) € df),, (3.3) 


其 中 0Q 是 一 个 二 维 有 界 区 域 ,其 边界 390 一 390 U30;, 式 中 的 函数 ,ff,o,g ,hh 等 不 但 依赖 
于 变量 (zx,y) ,还 依赖 于 未 知 函 数 &. 

可 以 按照 第 6、7 章 的 方法 , 列 出 定 解 问题 (3. 1) 一 (3.3) 的 Galerkin 变 分 原理 ,并 且 
进行 单元 训 分 和 离散 化 . 例如 ,采用 三 角形 线性 单元 ,得 到 单元 刚度 矩阵 为 


K. = | esrBdzdy 
如 果 是 在 边界 上 的 单元 ,还 应 加 上 
a l 
K, = | oNT™Ndi. 


因为 单元 刚度 矩阵 含有 和 so, 所 以 它 和 w 有 天 .在 上 述 积分 中 ,uw 用 xz,y 的 线性 图 数 zu 代 
蕉 , 束 可 计算 出 单元 刚度 矩阵 . 
同 理 ,类 似 地 可 计算 单元 向 载 癌 量 , 它 也 依赖 于 x. 继续 计算 总 刚度 矩阵 和 上 总 人 衙 载 问 
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量 ,经 过 约束 处 理 后 ,得 到 方程 组 
K(wu— Fl(u) 一 0， (3.4) 
这 是 一 个 非 线 性 的 方程 组 ,一 般 用 解 非 线 性 方程 组 的 方法 去 处 理 ( 例 如 Newton-Raphson 
方法 ,参看 文献 [21). 
为 了 说 明 上 述 算法 ,下 面 举 一 个 一 维 的 数值 例子 : 


-at “至 | 上 1 = = Us 他 者 人 (3.5) 
dr\ dx ’ 
u(0) = 1, u(l)=0. (3. 6) 


如 图 8.1, 将 [0,1] 等 分 为 两 个 单元 ,每 个 单元 上 做 线性 插值 . 用 局 部 坐标 来 计算 , 设 
4 : Ti—1 十 元 
a 


其 中 一 三 , 则 有 


el C2 


] 1 a 
i i 
代入 ,将 积分 变量 换 为 &, 得 到 
| 1 | 


区 Ei 
Se | [5 1 | h’|—1 | 


| 了 ] 一 ] 
一 DF Lu 9 J ] | 


用 有 一 万 代 入 ,得 到 
I | | U1 十 us | 
K. = ， KkK, = 
— uo 一 Ui Wo 十 ty — Ui 一 人 1 | 
总 刚度 矩阵 为 
Wo 十 Wl Wo Ul U 
到 Ee ee | 
QO — UH Wr [| 十 [4 
因为 f 寺 1 ,所 以 总 集 载 器 量 和 线性 情形 相同 , 即 
1 
1 
F 一 4 2 |. 
] 


考虑 边界 约束 ,有 ww 一 1,uz 一 0,; 所 以 只 有 wi 是 未 知 数 , 这 样 得 到 ww 的 方程 对 应 于 天 的 第 


3 一 些 非 线 性 问题 241 


2 行 : 
(一 wo 一 2)zo 十 《十 28 TT ws ui 一 (8 一 zz)zz 一 一 一 > 
这 化 为 天 于 沁 的 一 个 非 线性 方程 , 即 
7 = 7 


容易 解 出 w 一直 或 ww 一 一 元. 对 应 于 uw 一 一 二, 有 限 元 解 (分 段 线 


性 函数 ) 如 图 8. 2 所 示 . 易 见 , 对 应 的 准确 解 有 这 样 的 性 质 : 在 (0， 
1) 中 存在 x* ,满足 u(x* ) 二 0, 且 w(x*) 二 0,w (x* ) 二 0. 这 与 本 


题 的 微分 方程 (3.5) 相 艺 盾 ,所 以 我 们 只 取 解 uw -三 


3.2 变 分 不 等 方程 简介 


变 分 不 等 方程 问题 是 一 类 非 线性 问题 ,在 知 石 力学 .半导体 物理 .等 离子 体 物 理 、 最 优 
控制 和 最 优 设计 等 方面 有 很 多 应 用 . 这 里 以 简单 的 例子 叙述 变 分 不 等 方程 问题 的 提 法 ,说 
明 有 限 元 方法 在 这 些 问 题 中 的 应 用 . 首先 讨论 请 中 光 清 困 数 最 小 值 问 题 不 同形 式 的 摘 述 . 


3.2.1 只 "中 光滑 函数 的 最 小 问题 


痛 先 考察 光滑 函数 的 最 小 问题 与 不 等 方程 之 则 的 联系 . 设 上 是 及 中 区 间 La ,oj 上 的 
光 清 因数 . 最 小 问题 是 求 点 xo ELa,6bj ,使 得 
f(xo) 一 min f(z). 
这 属于 微 积 分 学 的 基本 问题 . 可 能 会 有 3 种 情形 : 
(1) 车 xoE(a,b), 则 有 了 (xo) 二 0; 
(2) 车 zo 二 4a,; 则 有 (zo) 三 0; 
(3) 车 xo==5,; 则 有 广 (zo) 委 0. 
根据 这 3 种 情形 ,把 问题 换 一 种 提 法 : 求 z。 ELa,65j, 使 得 
广 (ro)(Czr 一 Zoo) 三 0， VrEla,bl. 
这 样 的 问题 称 为 变 分 不 等 方程 问题 . 
将 问题 拓 厂 到 Rr". 设 KK 是 良 中 的 一 个 闭 凸 集 , 映 册 f; 天 手术 ' 一 及 , 且 f 是 在 K 上 的 
光滑 因数 ,在 开 上 了 的 最 小 值 问题 为 : 求 x。E 大 ,使 得 
T(x) = minf (x). 
即 xo 使 f(x) 达 到 最 小 值 . 因 KK 是 凸 集 ,对 xEK,R" 中 的 线段 {uu 二 (1 一 1)xo 十 tx ,tE 
[0,1]}) 都 含 于 K. 记 一 元 函数 
p(t) = f(xoti(x—xo)), tt EL0,1j, 
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显然 ,p(t) 在 1==0 处 达到 最 小 值 , 由 上 面 一 元 函数 的 例子 ,有 Pr (0) 三 0. 而 
og (0) = Vf(xo) (x — xo), 

其 中 x 一 xo 为 说 中 的 癌 量 , 或 看 成 nX1 的 矩阵 . Vf(xo) 是 函数 f 的 梯度 癌 量 ( 即 f 的 导 
数 , 这 里 看 成 1 Xn 矩阵) 在 xo 处 的 值 .所 以 可 以 得 到 变 分 不 等 方程 问题 : 求 x。€ K ,使 得 
Vf (RE— 0 YE kK, 

如 果 天 是 有 界 的 ,可 推出 至 少 存在 一 个 这 样 的 点 xo. 

以 上 例子 说 明了 及 和民 中 国 数 最 小 问题 与 变 分 不 等 方程 的 联系 .下 面 转 到 讨论 函数 
空间 中 沁 函 最 小 问题 的 变 分 不 等 方程 形式 . 并 用 两 个 简单 的 例子 说 明 问 题 的 描述 以 及 有 
限 元 方法 在 其 中 的 应 用 . 


3.2.2 障碍 问题 


设 民 的 区 域 2 上 定义 了 一 个 已 知 函 数 y(z,y), 满 足 yl 三 0, 它 在 几何 上 表示 了 0 
域 上 的 一 个 曲面 . 现 设 有 一 均匀 弹性 清 膜 , 它 在 2 的 边界 
90 上 固定 ,而 张 在 障碍 yy 之 上 . 求 外 力 f 作用 下 腊 的 平衡 
位 置 , 见 图 8. 3. 

如 果 没 有 障碍 y 的 存在 ,上 述 问 题 就 是 一 般 腊 的 平衡 
问题 ,可 以 用 Poisson 方程 的 第 一 边 值 问题 描述 ,上 两 革 已 
经 讨论 过 它 的 变 分 原理 和 有 限 元 解法 . 对 于 障碍 问题 ,我 
们 先 从 最 小 势能 原理 出 发 ,可 以 得 到 位 置 满足 的 变 分 


问题 : 
J(u) J(v), VuvuEKkK, 
其 中 


J (v) = sD(v,v) —F(v), D(u,v) = -=v Vudzxrdy, F(v) = = odds, 


J],D,F 的 表达 式 和 上 两 章 一 样 , 但 是 集合 K 就 不 能 取 作 以 前 的 Su 了 . 因为 障碍 的 存在 ， 
应 把 取 为 


"| v | Je 十 访 十 Ww)dxrdy 有 意义 , 且 v(x,y) 宇 Wzxyy) 在 人 0 中 成 立 | » (3.8) 
z 0 


当然 ,K 是 以 前 定义 的 Si 的 一 个 子 集 
对 应 (3.7) 式 的 “ 虚 功 原 理 " 问 题 可 与 为 
求 xE 开 ， 四 
(3. 9 ) 
| 使 得 DG(uyv 一 ww) 三 Flv 一 uw),， VYvEK. 


而 对 应 的 微分 方程 形式 可 以 与 为 
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uDAut+f)=0, (zy EN, 


Au 宇 J ， zw 衬 J (zy) EN, (3.10) 
u = 0， (XYy) EE d0, 
或 者 改写 为 
2 >， (wry) € 2， 
— Au = Ys La >) CE， 0 
一 Myf， (Ty) € ss 
u 一 0， (XY) 人 9 人， 
其 中 


0 一 Try) EQ ulr,y) > yr,y)}, 
0 = {zy) EQ ulryy) = Yr,y)}. 
问题 (3. 11) 可 以 直观 解释 如 下 : 在 Q; 上 , 膜 离开 了 障碍 ,所 以 xx 满足 平 衔 方 程 一 Ax 一 三 
在 2 上 , 膜 与 障碍 紧 贴 ,所 以 汉王 yy, 而 所 受 的 力 一 (Au 十 了 有) 宇 0. 但 是 不 能 事先 知道 0 是 
如 何 划 分 为 2 和 0; 的 ,这 也 正 是 所 要 求解 的 . 所 以 障碍 问题 是 一 种 “自由 边界 ”问题 ,这 
里 的 自由 边界 指 CQ 和 02; 的 交界 . 
(3.9) 式 的 变 分 问题 含有 不 等 式 , 称 变 分 不 等 方程 问题 , 它 可 由 (3.7) 式 推出 ,这 里 不 
作 推 导 了 .但 是 可 以 回顾 一 下 Rr 中 求 凸 函数 F(x) 在 一 个 闭 凸 子 集 K 的 最 小 值 问 题 ,会 遇 
到 求 wEK ,使 
Vf(wW(x—u 0, VxXEK 
的 问题 ,这 里 出 现 的 是 不 等 式 方程 的 问题 . 
从 以 上 问题 的 几 种 形式 可 以 看 到 , 百 接 从 微分 方程 形式 的 问题 (3. 10) 式 或 (3. 11) 式 
求解 是 不 方便 的 . 而 从 最 小 问题 (3.7) 或 变 分 问题 (3. 9) 来 求解 ,相对 来 说 要 容易 一 些 . 
可 以 用 有 限 元 离散 的 方法 ,将 问题 (3.7) 化 为 一 个 求 多 元 图 数 极 值 的 问题 . 这 是 一 个 
带 有 不 等 式 约 束 的 极 值 问题 ,一 般 利 用 凸 规划 的 计算 方法 来 求解 ,具体 的 数值 方法 也 有 多 
种 ,这 里 不 再 详 述 . 


3.2.3 水 坝 的 渗流 问题 


图 8. 4 表示 了 两 个 不 同 水 平面 的 水 库 , 被 一 土 志 
阳 开 . 为 容 单 起 见 , 设 坝 的 截面 为 定形 ABEF, 坝 的 基 
础 AB 是 不 透水 的 . 而 且 假 设 坝 的 材料 是 各 向 同性 
的 , 流 是 二 维 定 第 、 无 旋 和 不 可 压缩 的 ,并 且 忽 略 了 毛 
细 效 应 和 蒸发 效应 . 坝 的 上 、 下 游 水 位 分 别 是 wm 和 
ys ,ED 是 渗流 浸润 曲线 , 设 其 方程 为 y 一 p(z). 问题 
要 求解 出 的 是 曲线 y= 二 g(x) 以 及 在 区 域 0 一 ABDF 和 
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中 的 压力 涉 (x,y). 
根据 Darcy 定律 ,u(x,y) 满 足 


Au = 0， (Ty) Cs 
u |aF = Yi u |gc 一 yz， 
ae| 0 
9Nn | ap (3. 12) 
u | co 一 y， 
J 
u | 命 一 y， > 全 一 0 


在 这 个 问题 中 ,区 域 0 有 一 段 边 界 FD 是 “自由 边界 ”, 它 可 用 函数 y 一 wp(z) 表 示 , 而 p(z) 
是 竺 求 的 图 数 . 

可 以 采用 松弛 法 数值 求解 这 个 问题 . 先 设 一 条 曲线 也 代替 FD, 在 其 上 选用 在 FD 的 
两 个 边界 条 件 之 一 ,这 就 得 到 一 个 普通 的 Laplace 方程 混合 边 值 定 解 问题 .可 以 用 有 限 元 
或 有 限 差分 等 方法 求解 . 得 到 解 后 ,再 求 近似 满足 FD 上 另 一 边界 条 件 的 曲线 Ps. 如 此 反 
复 迭代 ,直到 获得 满意 的 结果 为 止 . 有 经 验 的 工程 技术 人 员 在 使 用 这 种 方法 时 ,可 以 把 下 
取 为 比较 接近 真实 FD 的 曲线 ,这 样 办 代 就 会 较 快 地 得 到 满意 的 结果 . 这 种 方法 依赖 于 经 
验 ,迭代 过 程 还 会 有 不 少 问题 ,而 且 较 难 推广 到 更 复杂 的 情形 . 

20 世纪 70 年 代 初 ,Baiocchi 等 人 对 渗流 问题 提出 一 个 变 分 不 等 方程 的 解法 ,他 们 通 
过 一 个 变换 ,将 自由 边界 问题 转化 为 在 固定 区 域 上 求解 的 边 值 问题 ,所 做 变换 为 


了 = 
px,y) = PT) , z . 
| [u(x,Yy) — vldy, 当 0O 二 TSa,0 RYy Ep(r), 
J 


它 把 Q 上 定义 的 函数 wu (zx,y) 变 换 为 在 矩形 2 = 二 ABEF 上 的 未 知 函 数 y(rx,y). 可 以 证 
明 , 在 2 上 vy 满足 


gy 宇 0， 一 Ay 十 1 宇 0，y( 一 Ay 十 1) 三 0, 在 0 上 ， 
全 全 = g(X,y), | | 
其 中 
心 ， 在 FE ,EC ee 
(yy)’, 在 AF 上 ， 
g(x,y) 一 z z z (14) 
dl 在 BC 上， 


下 
$e 2 a 
Pa 


(3. 13) 式 等 价 于 最 小 问题 : 求 VE 天 ,使 得 
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(DJ VvE EK, (3.15) 
其 中 
K 一 1) (le 十 证 十 态 )dzxdy 有 意义 ,ma 一 gz2 之 0 在 位 .| 


J (v) = Dv,o) — (1l,v), D(ly,v) -|v vvdzdy， (1,v) = = ora 


(3. 15) 式 又 相应 于 变 分 不 等 方程 问题 : 求 JEK， 使 得 
Dibso— DD (lo) 0; VDE AK. (3. 16) 
所 以 变换 后 的 问题 也 是 “障碍 问题 ”的 形式 . 
如 果 在 Q2' 求 出 y(x,y) 后 ,可 以 令 
0Q= {ry) EQ | yr,y) > 0}, 
从 而 得 到 
p(X) = ys 
ic. 一 yy 一 内 (Cryy). 
求解 渗流 问题 的 变 分 不 等 方程 方法 还 有 进一步 的 发 展 , 它 们 可 以 适合 更 复杂 的 情况 ， 
例如 非 窍 形 坝 情形 和 非 定 常 的 渗流 问题 等 ,而 且 经 过 对 有 关 数 学 问题 的 讨论 ,使 得 这 些 数 
值 方 法 比 起 依赖 经 验 的 迭代 方法 ,有 了 更 令 人 满意 的 数学 基础 . 


4 ”特征 值 问题 的 变 分 形式 及 有 限 元 方法 


除了 微分 方程 的 边 值 问题 外 ,微分 算 子 的 特征 值 问 题 在 自然 科学 和 一 些 工 程 技术 中 
也 有 很 多 应 用 . 有 限 元 方法 同样 可 用 于 解 特征 值 问题 ,这 也 是 基于 变 分 原理 的 . 本 节 我 们 
以 一 维 两 点 边 值 的 特征 值 问题 为 例 ,说 明 它 的 变 分 原理 和 有 限 元 方法 . 对 于 二 维 问题 ( 例 
如 算 子 一 A 的 特征 值 问题 ) 也 可 类 似 地 处 理 . 
4.1 特征 值 问题 
我 们 从 弹性 杆 的 纵向 振动 问题 开始 ,这 个 问题 可 以 用 下 面 的 偏 微分 方程 描述 : 
六 AVE) F(t) 上 + cz 


= f(r) — mz)A(z) TCs) 0 (4.1) 
其 中 u(x,t?) 表示 在 1 时刻 杆 原 在 x (0 二 zx 二 站 处 截面 的 位 移 ( 即 原 在 xz 处 点 的 位 置 是 zx 十 
加 三 载 .A(z) 和 E(x)(0 二 x 三) 分别 表示 在 x 处 村 截面 面积 和 弹性 模 量 .mx(x) (0 二 Xx 二 
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表示 在 x 处 每 单位 体积 的 质量 .c(z) 宇 0(0 二 zx 二 站 表示 在 xz 处 有 关 弹 性 支承 的 弹性 
求解 (4.1) 式 还 要 给 出 在 1 二 0 时 的 初始 条 件 ( 初 始 位 置 和 初始 速度 ) ,以 及 在 x 二 0 和 
ZX 三 ! 处 的 边界 条 件 ,一 般 给 出 的 边界 条 件 是 第 一 、 二 ,三 类 的 线性 边界 条 件 . 这 样 得 到 的 
定 解 问题 是 一 个 初 边 值 问 题 . 
现在 考虑 方程 (4.1) 中 ,f(zx,t) 一 0, 以 及 齐 次 边界 条 件 的 情况 .我 们 寻求 分 离 变 量 形 
式 的 解 
U(X,t) = v(T)w(L). 


将 上 式 代 入 方程 (4.1) 可 得 到 


2 rN 
-二 [ACE PD | 上 ev) 一 一 
m(TIA(rT) u(r) 0 IE 
等 式 两 边 应 该 都 等 于 一 个 与 变量 x 和 上 无关 的 常数 , 记 为 .这样 问 题 就 化 为 : 求 数 和 和 
非 零 限 数 v(X), 满 中 
-AVE 2 + ,EE EE 

再 配 上 齐 次 边界 条 件 , 这 就 是 一 个 一 维 的 特征 值 问 题 .一 般 地 , 记 自 伴 微 分 算 子 工 为 

1 和 一 一 一 (pC) § + q(TX)u, TE (a ss (4. 3) 


其 中 pEC [a,6b6] ,gEC[la,6]1, P(X) 宇 po 记 0, g(x) 宇 0, 下 面 所 举例 的 特征 值 问 题 是 : 
Lu = Ar (zu, TE (ab), 
ula)=0, ww(b)=0, 

其 中 rECfra,2]l,rCz) 二 0. 数 1 称 为 特征 值 问题 (4. 4) 式 一 (4.5) 式 的 一 个 特征 值 ,x(Cz) 称 

为 对 应 1 的 特征 函数 . 边界 条 件 除 了 式 (4.5) 的 形式 外 ,在 x==a 和 xz=0, 也 可 配 上 其 他 

(一 、 二 、 三 类 ) 齐 次 边界 条 件 : 


(4. 4) 
(4.5) 


u(a) = 0,， ul(b) = 0,， 
dz 


Hi ssn 
一 了 Ta) 一 一 0， p 70) 一 U， 


一 力 0 0 p du(s) | yulb) = 0， 
dx dx 
其 中 1 et 
问题 (4.4) 一 (4.5) 属 所 谓 的 Sturm-Liouville 特征 值 问 题 , 它 有 下 列 性 质 . 


(1) 存在 一 个 非 负 的 实 特征 值 友 列 {4,}: 
0 < Ali < As < ”二 A "9 (4. 6) 


如 
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及 对 应 的 特征 函数 序列 
hr) oT) sh TE) 
旦 满足 
lima, 一 十 ce. 

在 问题 (4. 4) 却 一 (4.5) 却 的 边界 条 件 下 ,所 有 特征 值 都 是正 的 ; 在 为 外 的 边界 条 件 下 , 特 
征 值 可 能 为 零 . 

(2) 在 序列 (4. 6) 中 , 硅 有 两 个 不 同 的 特征 值 A; 和 4j (CA; 关 4j;), 分 别 对 应 特征 了 消 数 
g(x) 和 yj; (zx), 则 有 


[a 
| r(z)g (ry (rdr 一 0， (4.7) 


称 Jy; (zx) 与 J;(z) 正 交 ( 关 于 权 国 数 r(x)). 
(3) 对 应 于 一 个 特征 值 ', 有 有 限 个 线性 无 关 的 特征 图 数 . 如 果 有 m 个 这 样 的 特征 嫩 
数 ,就 在 序列 (4.6) 中 将 此 特征 值 重复 排列 mx 次 .进一步 ,同一 特征 值 对 应 的 线性 无 关 特 
征 图 数 , 可 以 通过 Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 化 为 互相 正 交 的 特征 图 数 . 故 可 以 认为 对 应 
于 特征 值 序列 (4. 6) 的 特征 值 函数 序列 为 
pT oT), Te 


它们 满足 
Ly; Air (TO 和 1 一 由 (4. 8) 
(如 :由 ) = | J (4. 9) 
Ls f 一 
这 里 ,引入 的 内 积 是 


在 
(u,v) 一 | r(xrIu(r) u(r) dr. 


EF 


(4) 任意 一 个 平方 可 积 的 函数 FGz) ,可 以 按 特 征 函 数 序列 展开 为 广义 Fourier 级 数 


Tl} = > ， cihi(x), 


其 中 系数 c; 二 (ff,y;). 
我 们 回 到 方程 (4.1), 其 中 f(x,t) 二 0. 加 上 边界 条 件 u(0,7) 二 0, 到 (10 一 0. 则 由 等 
式 (4.2) 的 右边 ,对 应 每 个 ,可 以 解 


d* wz) 
dr 


十 Aw(t) 二 0，t 记 0. 


w; (1) = a; sin VA; (t+ 0,), 
从 而 得 到 (4. 1) 式 的 分 离 变 量 解 
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ai(Cz)sin Wi 二 0)，7 一 1,2,…， (4. 10) 


u(X,t) = Yai)sin VA; (t+ 0;) 

满足 方程 (4. 1) 及 齐 次 边界 条 件 . 如 果 再 给 出 初始 条 件 便 可 定 出 两 个 系数 序列 
{a;} 相 {0;}. 

由 (4. 10) 式 给 出 的 式 子 称 为 对 应 定 解 问题 的 特征 振动 . 第 j) 个 特征 振动 中 所 有 的 点 
x 以 同样 的 频率 VA; 和 相位 Vi 振动 ,而 (x) 则 给 出 特征 振动 的 基本 振 型 . 

以 上 讨论 的 是 f(z,z) = 二 0 的 情形 ,如 果 外 加 荷载 项 f(x,t) 含 有 sin Vi (t 十 9) 的 因 
, 则 可 推出 当 1 一 oo 时 ,u(xz,) 将 是 无 界 的 ,这 样 的 了 称 为 共振 荷载 ,而 Vj (j= 二 1,2,…) 
则 是 共振 频率 . 这 在 一 些 自然 科学 和 工程 技术 中 有 重要 的 意义 . 


4.2 特征 值 问 题 的 Galerkin 变 分 形式 
和 第 6 章 第 2 节 一 样 , 记 
名 三 il | 十 至 j ]d 有 意义 ， v(a) 一 中 


rn | C du dv + guv Jdz, 其 中 wvE Si (4.11) 
a dz dz 
类 似 第 6 革 的 推导 ,可 得 到 对 应 特征 值 问 题 (4.4) 一 (4.5) 的 Galerkin 变 分 问题 : 
求 数 和 和 ww € Si!， u(xX) 天 0， 
四 (4. 12) 
pipe Dlusv) =A(uswv), VvuE So. 


4.3 ”特征 值 问 题 的 极 小 形式 


考察 泛 奖 
_ D(v,v) 
(vv) 


R(v) 称 为 Rayleigh 商 . 设 a 是 任意 的 实数 , 则 变量 为 wu 十 av 的 Rayleigh 商 民 (xz 十 ao) 可 以 
看 成 a 的 一 元 图 数 p(a) ,不 难 验 证 


D(w avsu av) 
(wavsut av) 


_ D(u,w + 2aD (u,v) 十 a D(v,v) 
(usu) dT 2a(usv) Ta (vv) 
TR (ut av) — » Dlu,wW iu, "0) — Dw) (uv) 


=i (My ED) 


pka) 一 下 (十 ap) = 
《4. 14) 


dp 
da 立 二 0 


所 以 ,如果 和 ww 是 特征 值 问 题 ( 变 分 形式 )(4. 12) 式 的 解 , 则 有 DG(w,v) 二 A(wu,v),，YvE 
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Si, 且 Du,u)=Au,u). 这 样 9 


的 分 子 为 
ACUsU) (usuU) — A(usu) (uv) = 0. 
也 就 是 说 a 二 0 是 图 数 op(a) 的 驻 点 ,或 者 说 使 Rayleigh 商 取 到 驻 定 值 . 
反之 , 耕 & 使 人 ayleigh 商 取 到 驻 定 全 , 即 


dg dr | 
da| J (ut av) , 0, 
如 果 w 是 非 零 负数 ,就 得 到 
D(u,v) = Du ru ， VvuES. 
(wus) 


所 以 , 非 零 函数 和 4 一 中 满足 变 分 问题 (4. 12)， 


这 样 , 求 特征 值 的 变 分 问题 (4. 12) 的 解 ,又 可 以 转化 为 求 Rayleigh 商 的 驻 定 值 问题 . 

特征 值 问题 也 可 以 用 条 件 极 值 问题 的 形式 表示 , 即 在 条 件 (&,w) 二 1 的 约束 下 , 求 谤 
图 Dw,w) 的 极 小 问题 .这 是 一 个 “等 周 问 题 ” 形 式 的 变 分 问题 ( 见 第 6 章 第 1 节 ), 可 以 类 
似 于 微 积 分 中 求 多 元 图 数 条 件 极 值 的 问题 ,用 Lagrange 乘 子 法 化 为 求 D(w,wu) 一 A(u,v) 
的 极 小 问题 , 它 的 必要 条 件 (Euler 方程 ) 就 是 (4. 4) 式 一 (4.5) 式 . 

以 下 进一步 说 明 特 征 值 和 特征 函数 的 极 值 性 质 . 

性 质 1 特征 值 问题 (4. 12) 的 最 小 特征 值 41 满足 

人 1 一 minR (wv) 


] 
ve S0 


证 明 车 函数 v= 使 R(v) 达 到 最 小 值 1 , 必 使 Ruo) 达 到 驻 定 值 , 由 上 面 的 推导 有 
D'( 1 1) . 
A1 = = RO ), 
所 以 ,hi ,nh 是 特征 值 问 题 (4.12) 的 一 个 解 , 即 4 是 一 个 特征 值 ,对 应 特征 函数 山 (Cz). 再 
证 明 A 是 最 小 的 特征 值 . 设 男 外 有 一 个 特征 值 4” ,A* 关 访 ,4 对 应 的 特征 函数 是 y* , 则 
A* 一 RC ). 所 以 有 
A = RG) ZRY')=A". 
这 就 说 明了 是 最 小 的 特征 值 . 
性 质 2 特征 值 问 题 (4. 12) 的 第 2 个 特征 值 是 Rayleigh 商 R(v),vE€ So 在 条 件 
(v,J) 二 0 下 的 极 值 , 即 
一 ‘min R(v). 
vE Sp :wh =0 
证 明 设 
= min RR(v), 


而 且 对 应 的 函数 vv 是 ys;, 即 A 一 R(Ys). 先 证 明 4 是 一 个 特征 值 . 因为 R(ys) 是 极 小 值 ,所 
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以 对 一 切 wxES, 且 xz) 天 0,(x 加) 一 0 的 函数 ,有 

4 = R(v) > R(g) = )， 
a 

D(ausu) 一 人 人) > 0. (‘4.15) 
对 于 任意 满足 wE S3,(w,) 一 0 的 函数 多 , 取 4 一 蜗 十 aw. 显然 ,a 一 0 可 使 式 (4. 15) 等 号 
成 立 . 令 
pla) 一 (十 ar 和 十 ao) 一 信和 十 ar ,ys + aw), 

x 二 0 就 是 o(a) 的 极 小 值 ,所 以 


d 
Po) = 0. 


即 可 得 到 
Dogs stw) — A sw) =0, VwE SoCwsth) 一 0， (4.16) 
再 取 包 二 v 十 ky ,其 中 心 是 Si 中 任意 的 图 数 ,而 有 选择 为 
(v0) 
(fh) 
这 样 可 以 使 得 (w,yi) 二 0. 将 这 样 选择 的 ww 代入 (4.16) 式 ,得 到 
[DC sv) — A so) EID Gs sh) — A ,hh)] = 0, (4. 17) 


kA—A) (gs) 一 0. (4. 18) 
利用 XA1 , 是 特征 值 问题 (4. 12) 的 解 , 所 以 
&T[D(Cw sh) — A (ds)1= 0. 
将 (4.18) 式 加 到 (4.17) 式 上 ,就 有 
Dhso) CC—A(h v0) = 0, Yi€ 
所 以 人 , 是 (4.12) 式 的 解 ,4 是 特征 值 , 对 应 的 y。 是 特征 函数 . 
类 似 性 质 1 的 证 明 , 对 于 另外 的 特征 值 4” ,如 果 4” 关 妨 ;, 则 可 证 明志 4” ,所 以 A 是 
第 2 个 特征 值 , 即 1 一 12. 
性 质 3 设 前 7 一 1 个 特征 值 ,hs,…,A 已 经 求 出 ,对 应 的 特征 函数 是 内 ,ys ,…， 
J-1; 则 第 7 个 特征 值 41 二 minR(v), 其 中 的 min 是 在 v€E So, 且 (v,y) 二 0(i1 二 1,2,*…， 
/一 1) 的 条 件 下 取得 的 .4 对 应 的 特征 函数 是 yi, 二 RG(y). 


4.4 特征 值 问题 的 有 限 元 方法 


在 Si 选取 一 个 有 限 维 的 子 空间 V; ,例如 选 V; 是 某 一 训 分 下 分 段 线性 函数 组 成 的 空 
间 . 设 Vi 的 基 为 $1 ,go ，*… ,$n. 
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(4. 12) 式 的 通 近 问题 为 


求 数 p ys EC V, ' Un (XT) 天 0， (4 19) 
pie D(au, TY ) = i (zy 人 ) 和 vy Th CE Vs, 有 
对 一 切 v, EVi;, 国 数 vi (Xz) 可 以 表示 为 
N 
v(x) 一 > vgi(z)， 其 中 如 ,…,vy ER. (4. 20) 
i 二 1 
up LE) > Digilz) a 其 中 U1"""sUNn C 及 (4. 21) 
i 二 1 
在 通 近 问题 (4. 19) 中 ,将 (4. 21) 式 代入, 并 分 别 取 wv; 二 8， Jj 二 1,2,… ,NN ,就 得 到 
N N 
SN 一 A > ， (gg; "9; us; . 1 Iaraly, (4. wo 
i 二 1 i=] 
记 回 量 入 一 (ui ss""" ,1U,) E R” , 算 阵 
EW | as | 和 pe ' Ui 一 DD; 和 4; ) ' 
B'” 一 一 [ bs | Be Li 3 (9$;, 8;) ' 
就 得 到 一 个 矩阵 广义 特征 值 问 题 
求 数 人 ”和 非 零 癌 量 zw 
(4 23) 
抱 A = 和 了 


不 难 验 证 ,A 和 B” 都 是 对 称 正定 矩阵 ,所 以 (4.23) 式 的 特征 值 都 是 实 的 . 把 它们 排列 成 
A 反 和 雪 去 利 . 
这 可 以 作为 问题 (4. 12) 开 头 NN 个 特征 值 的 近似 值 . 至 于 求解 (4. 23) 式 ,可 以 用 和 矩阵 特征 
值 的 数值 方法 进行 
如 果 从 Rayleigh 商 的 极 小 出 发 ,对 于 wv EVV, 作 Ravyleigh 商 R(wv,) 二 
据 上 一 段 讨论 的 性 质 可 作 如 下 分 析 . 
可 以 把 


(Uy 本 定 ) 


min R (wv,) (4.24) 


vw EW, 
看 成 特征 值 问题 (4. 12) 的 最 小 特征 值 的 近似 , 极 小 问题 (4. 24) 又 可 等 价 于 条 件 极 值 问题 ， 
在 条 件 ( 站 ,mw) 王 1 的 约束 下 , 求 DCw ,vi) 在 V; 中 的 极 小 , 即 
ee 


如 果 us 是 条 件 极 值 问 题 (4. 25) 的 解 , 令 
N 
un (XX) 一 Dui$ilz), (4. 26) 


二 
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则 有 
N N 

D(au, sus) = DDB Yu;s (un Un) 一 2 COs jot. 
i,j=1 i ,j=1 


这 样 ,(4. 25) 式 就 化 为 以 um ,us，… ,un 为 自 变量 的 多 元 二 次 函数 的 条 件 极 值 问题 . 可 用 
Lagrange 乘 子 法 ,引入 乘 子 人 ”, 令 


上 = Dp »$; ) ui ; -2 [Do »$; ) Ui ; 一 1|， 
下 对 wj 求 俩 导数 ， 再 令 其 为 零 就 可 得 到 (4 22) 式 . 即 同样 得 到 矩阵 特征 值 问题 (4 2 
对 于 和 矩阵 特征 值 问 题 (4. 23) 的 某 一 个 特征 值 4”, 设 其 对 应 的 特征 问 量 是 u"? = 
I De J 由 于 v 包 乘 . -个 任意 非 零 常 数 仍 然 是 对 应 A 中 的 特 征 向 量 ， 适当 选择 
这 样 的 常数 ,使 特征 向 量 w” 满足 
(Bug Du )= 1 


一 1 
右 令 zi = Pug ;有 Ww EV 且 (oa ) 一 1, 则 由 于 是 (4.23) 式 的 特征 值 及 
u” 是 是 对 应 的 特征 器 量 ,有 


> py "0 )u'? 二 i > ， (9; . 四; ji” s J 1 
上 式 两 边 乘 以 wo ,再 骨 令 7 从 1 到 NN 求 和 , 则 有 


D( p(> uD ss, > ud yg, $i ) = A ( > uD bp uy, ) 
也 就 是 / 
Eh i ) 一 > uk 
这 样 可 得 到 结论 : u;? 就 是 极 小 问题 (4. 25) 的 驻 点 ,而 DCvi ,vi) 在 ui? 的 驻 定 值 正好 就 
是 人 六. 至 于 问题 (4. 25) 的 最 小 值 ,就 是 代数 特征 值 问 题 (4. 23) 的 最 小 特征 值 A4”, 对 应 的 


特征 四 量 xz 一 [z AN ] ,用 它 的 分 量 作为 系数 的 线性 组 合式 ui”= Du (其 


中 要 求 (us? ,uf? ) 王 1) ,就 是 使 (4. 25) 式 达到 最 小 的 函数 ,而 且 DCu 名 ,zi ) 一 1 各 
用 类 似 的 方法 ,可 以 分 析 (4.23) 式 的 第 2 个 特征 值 42” 以 及 对 应 的 特征 问 量 ,正好 与 
沁 图 的 条 件 极 值 问题 
min D(v, » vw ) (4. 27) 


(vw sv, ) =1 


i 


(os 站 


相 联 系 ,推导 留 给 读者. 
类 似 可 知 , 和 矩阵 特征 值 问题 (4. 23) 的 特征 值 4”,… ,AN 就 是 变 分 特征 值 问题 (4. 19) 
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PAT 


的 特征 值 . (4. 23) 式 对 应 A”,… ,XAN ”的 特征 向 量 w””,…,u” ,用 其 分 量 作 系数 得 到 的 函 


数 wD 二 Swng, .AV 二 yw 就 是 (4. 19) 式 的 特征 函数 . 
一 一 


4.5 例子 


以 上 我 们 说 明了 一 类 OR 
原则 也 是 相同 的 .下面 用 一 个 一 维 的 例子 来 说 明 计 算 过 程 ,这 里 的 边界 条 件 与 上 面 讨论 的 


边界 条 件 (4. 5) 稍 有 不 同 . 
考虑 两 端 为 第 一 类 齐 次 边界 条 件 的 一 维 自 伴 特征 值 问题 
LU =Ar(ru, 0 一 工 所 1!， 
Ld =0, Wl)=0 


三 


df ,da 四 
Lx =— (pe) au, 


pECI[O0], qr€ CIO], 


p(x) -之 ty > Os g(x) 0， r(r)> > rn 0s Vxo EC [0 ,7 |. 


为 了 表示 本 例 的 变 分 问题 , 记 满 足 齐 次 约束 边界 条 件 的 试探 限 数 空间 为 
= ll | 十 至) ]d 意义 ,v(0) 一 (CI) 一 "| 
0 dz 
则 对 应 (4. 28) 云 的 变 分 特征 人 问题 为 
求 数 1 和 E So， ul(XT) 天 0， 
使 Dl(uysv) =A(usv), VvE SI， 
其 中 
D(aiwsv) = | C 十 + guv jd (u,v) = | rn)wwdz. 
问题 (4. 29) 存 在 特征 值 序列 
0 一 Zh limh = 十 co 
对 应 的 特征 图 数 为 身 , 央 ，…, 几 ,满足 
Do 一 Mi) 一 0 (天 让). 
为 了 规范 特征 函数 ,还 规定 
Dg) = Ai(yis pi) = 1. 
为 了 有 限 元 计算 ,在 区 间 [0,71 引 入 节点 xo ,x1，… ,Xx。,， 有 
0 三 To 二 TI < … 一 工 一 / 


(4. 28) 


(4. 29) 


记 小 区 间 工 = (zj-1;Z;) ,其 长 度 甩 ==zj 一 zj-197 二 1,… ,ns 天 一 maxhi. 在 这 样 的 训 分 下 ， 
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9u 的 一 个 2 一 1 维 子 空间 
内 一 (tjzECLo, ao) = v(D) = 0, 在 每 个 I 上 w 线性 ,7 一 1,…,n}. 
作为 (4.29) 式 的 有 限 元 盘 近 问题 ,考虑 
求 数 AP ,mw EE Vi， wrx) 关 0, 
fe Du sv) =AMu ov), Vv EV. 
A 和 us 就 是 (4.29) 式 中 特征 值 和 特征 函数 w 的 有 限 元 通 近 ， 
第 7 章 中 已 讨论 过 W 的 基 围 数 , 记 为 ,$2，…,$,-1;, 它 们 是 如 图 7.2 所 示 的 “屋顶 


(4. 30) 


$i(X;) = 外 二 二 1 1 一 1].……7 一 】]. 
人 
根据 上 一 段 的 讨论 . (4. 29) 式 可 以 转化 为 矩阵 的 广义 特征 值 问题 
a So hd (4.31) 

其 中 

We 

B= [bE RH, pb, = ($4,). 
系数 aj; 和 5; 均 可 用 积分 式 表 示 出 来 .为 了 方便 ,下 面 讨论 一 种 特殊 情形 , 即 p(x),g(zx)， 
r(X) 均 为 常数 . 设 p(xz)= 二 pp,c(x)= 二 0,r《(x)= 二 rr. 并 设 训 分 是 等 分 的 , 即 瑚 一 有 一 17/ ， 
Xi 二 ih. 容易 计算 出 


A | 4 1 
|] 2 一 1] 1] 4 1 
AP—= 2 一 2 一 ]】 B® mh 1! 4 
hh Sg 
-1 -| 1] 4 1 
| 2 ] 4 


因为 在 6; 的 计算 中 出 现 二 次 函数 的 积分 ,如 果 用 梯形 公式 近似 计算 ,那样 代 蔡 也 ”的 
是 矩阵 
及 一 ml, 
从 而 代 蔡 (4. 31) 式 的 矩阵 特征 值 问题 是 


APnu = AVBH. (4. 32) 
在 以 上 特殊 情形 下 可 以 求 出 (4. 31) 式 的 特征 值 为 
6p ] 一 cos 二 


0 7 一 上 
本 2 + cos tr 
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而 (4. 32) 式 的 特征 值 是 
(hi 2p 一 ,JTh) i 一 se ,7 O— 
A 7 《1 COS 7 J | sIi 1. 
这 两 个 问题 的 特征 问 量 ( 未 经 规范 化 ) 都 是 
本 四 (1j,1 »""" su;,n—l 和 
其 中 


Uij,k 一 一 sin Lo 二 75k = ] ,2 ,7 一 ] . 


而 在 上 述 特殊 情况 下 ,微分 算 子 的 特征 值 问题 (4. 28) 的 特征 值 和 特征 负数 的 无 穷 序 
列 可 以 从 微分 方程 和 边界 条 件 求 出 .特征 值 是 


u; Le /Ssin a 3 = 1 .2,. 
将 (4.28) 式 的 特征 值 4; 和 有 限 元 近似 得 到 的 4% 和 2 和 9 做 比较 ,可 看 到 


“二 和 4 =“ 癌 让 
A 2 py 万 2 pi 要 万 4 Oh’), 
1 on a6on 十 ' 


> =- 业 ， 二 -6 
PE =— 1 一 pI A ph: _ pi 所 pt = DO pz 
1277 3607r7° 和 人 


至 于 (4. 31) 式 和 (4. 32) 式 的 特征 向 量 中 ,在 不 计 规 范 化 因子 的 情况 下 ,(4. 28) 式 的 特征 
图 数 xco 在 z 一 Ziyzz， zl 之 值 就 是 回 量 中 ”的 各 个 分 量 . 
还 可 看 到 , 当 小 的 情况 下 ,有 估计 
A A RAD. 
而 且 , 因 A” 一 4; 为 OC(h*), 有 限 元 方法 特征 值 中 小 的 特征 值 通 近 原 特征 值 问 题 (4. 28) 的 
小 特征 值 .但 大 的 特征 值 并 非 这 样 ,这 是 因为 只 有 hh 小 的 时 候 才 使 4;” 一 4; 是 小 的 . 例 
如 ,如 果 j 守 yn, 则 产 h= 二 O00) ,不 能 期 望 9 一 人 是 小 的 .所 以 ,(4. 31) 式 的 特征 值 中 只 有 


一 个 小 比例 的 部 分 才 是 值得 人 们 注意 的 . 这 样 的 分 析 对 于 怎样 选 出 (4. 31) 式 的 特征 值 
有 关 . 


5 边界 元 方法 


边界 元 方法 ,或 称 边界 积分 方程 方法 ,是 以 边界 点 上 未 知 图 效 满足 的 积分 方程 为 基础 
设计 出 来 的 近似 计算 方法 , 它 的 节点 只 分 布 在 区 域 的 边界 上 , 比 起 有 限 元 方法 ,市 点 的 数 
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目 可 以 少 很 多 . 以 下 我 们 以 二 维 Poisson 方程 及 Laplace 方程 为 例 , 简 略 地 介绍 一 种 边界 
元 方法 的 大 意 ,至 于 更 复杂 的 问题 ,请 读者 参阅 有 关 的 参考 书 和 文献 . 
以 下 考虑 混合 边 值 问题 : 


9 | | | | 

5 一 9， (Cr,y) € a0，， (5. 2) 
n 

uU 一 到， (元 JE 0 ， (5. 3) 


其 中 QCR ,0 的 边界 oo U90,,f,g,u 均 为 已 知 消 数 . 
5.1 基本 的 边界 积分 关系 式 
设 ww,vECC0) 门 C100), 则 由 Green 公式 ,用 类 似 于 第 6 章 第 3 节 的 运算 ,可 以 得 到 


Joaudrdy + Vu 。 Vudzxdy = | 也 Feds ， (5.4) 
避让 A 
其 中 是 902 上 外 法 线 方 问 . 上 式 中 ,如 果 把 ,wv 交换 位 置 , 青 相 减 ,就 得 到 
eau uAwdrdy = 一 jE 于 jd (0 


取 x 为 满足 (5. 中) 式 一 (5 3) 式 的 函数 ,上 式 中 Aw 可 用 一 上 代入 .另外 , 取 
(证 一 
这 里 ,PCzpy,yp) 看 成 一 个 固定 的 点 ,而 MGCz,y) 点 可 在 2 内 变化 , 当 M= 已 时, 胃 数 本 
lnr 是 奇异 的 . 当 M 和 天 已 时 ,不 难 验证 ,对 固定 的 忆 , 有 Alnr=0. 在 微分 方程 的 理论 中 ， 


LIn 一 称 为 Laplace 方程 的 “基本 解 ”, 即 


J 二 nr 其 中 一 rm 一 


其 中 CM,P) 是 Dirac6 函数 ， Wh, FAN 6 函数 的 概念 和 运算 ,所 以 取 一 lnr 
与 基本 解 差 一 个 常数 . 这样 取 定 v 之 后 ,因为 P 0 
是 lnr 的 奇 点 ,所 以 不 能 直接 应 用 (5.5) 式 ,要 
稍 作 变化 . 

设 PEQ, 如 图 8.5(a), 以 PP 为 中 心 ,e 为 
半径 作 一 整个 全 含 在 Q 内 的 小 圆 K,, 在 0\K.， 
上 ,可 以 利用 (5.5) 式 ,得 到 

| (lnrAu — uAlnr)dzrdy 


ANK。 


5 了 按 罩 元 方法 A 


= mr nr 3 — a Tas + 中 [In 一 到 Te jds, (5.6) 

上 式 等 号 SR 0 , 当 e 一 0 时 , 左 端 积分 式 趋 回 于 
—|| finrdzdy ， 
n 
当然 在 这 里 我 们 假设 了 这 个 积分 是 存在 的 . (5.6) 式 右 端 第 二 个 积分 式 中 ,n 为 一 r 的 方 
加 2 一 二 上 ,所 以 
on r 
| u 9lnr -一 | u 1 一 一 工 | uds 一 一 1, ”2TE， 
ak. on aK. 六 E JaK E 


其 中 心 为 & 在 3 开 . 上 的 平均 值 . 当 s 一 0 时 ,上 式 趋 于 一 2xu(P), 男 一 项 为 


有 du 
| lnr dds 一 ]ns 丘 。 2TE， 
nu( PP) = | [: cr lInr 到 jd mrdedy rp 
an \ 


adn 
如 果 PE90, 如 图 8.5(b),K, 为 以 P 为 中 心 ,e 为 半径 的 圆 与 Q 相交 的 部 分 ,以 9 开 。 
记 天 . 的 圆 弧 边界 , 则 类 似 (5.6) 式 ,有 
| (lnrAu — uAlnr )dzrdy 


ONK_ 


加 (re ea]a+| (ln a — re 
K. Nn 


其 中 3Q* 是 由 90 去 掉 书 点 附近 的 一 段 而 成 .我们 来 分 析 等 号 右 闯 的 第 二 个 积分 , 当 90 是 一 


9 
条 光滑 的 边界 时 ,或 点 是 在 90 光滑 的 部 分 时 , 若 e0, 可 用 | (ir 喷 一 uw 守 jrd9 近 人 人 
代替 它 ,而 
lim| Inr Cr dg = limlne| 史 ne = 0s 
e000 天 Ee—*0 on 
lim| 4 Tr, do = lim Ee us Ee] 一 一 TU 了 ) ， 
E00 UN e—=0 \ [3 | 
所 以 得 到 
CP -| " dlnr _ 9Au 下 | jnydzd (5 8 
mulP) = 了 Jn nr 3 jds— flnrdzxdy. Lo 0 
n 


在 (5. 8) 式 中 ,等 号 右边 包含 了 30 上 w 及 企 之 值 ,而 一 般 来 说 ,不 可 能 两 者 都 是 同时 
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给 定 的 ,对 于 满足 (5. 1) 一 (5.3) 的 wx 来 说 ,有 


4 “9 一 了 91 
nul(P) 一 | [: 2 一 alnr ds 二 | CE ln _ einr jd 一 ||rinrdzdy 9) 
n 


an on 


上 式 中 xy 均 是 已 知 的 ,而 在 22， 和 a02， 上 ,zx 和 条 分 别 是 未 知 的 . 
(5,9) 式 就 是 边界 点 上 满足 的 基本 积分 关系 . 

和 苛 PE9Q, 但 P 并 不 是 边界 上 的 “光滑 点 ”, (5.9) 式 就 不 正确 
了 , 设 己 是 如 图 8.6 所 示 的 " 角 点 ”, 和 上 面 的 推导 类 似 , 有 


Qu CP) -| (« 5 一 D mr 党 jd dz， (5. 10) 


其 中 的 角 0 如 图 8.6 所 示 . 
5.2 边 寞 元 近似 


从 上 一 小 节 的 边界 积分 关系 出 发 ,设计 它 的 近似 算法 . 首先 ,将 a2 近似 为 N 个 直线 
段 , 或 称 为 元 . 可 以 取 每 个 元 的 中 点 为 节 
点 ,如 图 8.7(a) ,也 可 以 取 每 个 元 的 两 个 端 
点 为 节点 ,如 图 8.7(b) , 亦 可 取 3 个 节点 
(中 点 和 两 个 端点 ) 的 曲线 元 .在 这 些 元 上 ， 
未 知 轴 数 分 别 设 为 常数 .线性 图 数 和 二 
次 函数 ,当然 ,也 可 以 取得 更 复杂 些 . 

(a) 常数 元 (b) 线性 元 以 下 主要 以 Laplace 方程 为 例 , 说 明 最 


图 8.7 和 何 单 的 边界 元 近似 计算 方法 . 
| (1) 常数 元 


如 图 8. 7(a) 边 界 39 近似 为 N 个 直线 段 的 元 ,节点 设 为 元 的 中 点 ,一 般 按 顺 序 排 
列 . N 个 元 中 有 N 个 元 属于 90 ,Ns 个 元 属于 90,. 在 每 个 边界 元 上 ,u 及 宁都 设 为 党 


写成 


(5. 11) 


Ls 是 】 rd . 
| Wt (5. 12) 


0， 其 他 ， 
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将 (5.11) 式 与 (5.12) 式 代入 (5. 8) 式 ,因为 考虑 的 是 Laplace 方程 ,所 以 式 中 f 寺 0. 而 
式 中 的 了 点 ,就 取 为 第 i 个 方 点 了 P;, 这 样 有 


品 
TUWi 一 = Dl, Mids -Dol, Inri;ds i = 1,2,"…,N, [5 13) 


其 中 的 工 , 记 第 j 个 元 ， jou MET,. 

(5. 13) 式 等 号 右 病 姜 上 的 积分 ， 例如 当 j 关 i 时 ,TT 
上 的 积分 不 是 奇异 的 积分 ,一 般 及 用 数值 积分 公式 计算 . 当 jj 二 i 时 ,因为 在 TIT 上 7; 增长 
的 方 问 与 外 法 线 方 癌 严正 交 , 所 以 有 


“9 ; or. 
| Inr: | = | 1 "ids=0 
FR on 了 Fs; 


而 第 二 项 出 现 的 积分 | Inrids 虽然 包含 了 奇异 点 , 但 它 是 可 以 积分 出 来 的 . 这 样 ,由 
(5. 13) 却 就 得 到 一 个 线性 代数 方程 组 . 令 
H; -= | nr (1 天 FD ' 
I 


oan 


1 | olor 一 x， [5 1 
I dn 


有 


就 可 得 到 
N ~N 
SwHs— YlgGs =0, i=1,2,",N 
j 了 一] j=】 

写成 算 阵 形式 为 


(5. 15) 
其 中 瓦 和 6G 分 别 是 以 五， 和 Gy 为 元 素 的 NXN 和 矩阵 ,和 dg 是 以 wu; 和 9 为 元 素 的 N 维 
列 向 量 .在 wu 和 g 的 分 量 中 ,根据 边界 条 件 (5.2) 和 (5.3), 有 Ni 个 g; 和 N; 个 w 是 已 知 


JU=F, (6.16 
其 中 U 有 六 个 分 量 ,包括 了 wu 和 g; 中 的 未 知 量 . 解 方程 组 (5. 16) ,号 可 得 到 202 上 全 部 市 点 


twRg= 团 之 值 . 如 果 要 求 内 部 点 P 上 x(CP) 的 值 ,只 要 利用 公式 (5.7) ,得 


2 3 中 ds ->| rd 


其 中 PEQ ,一 ra ,MET,. Pew te Me ;并 不 会 出 现 末 异性 ,一 般 亦 可 用 数值 积 
分 方法 计算 . 
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(2) 线性 元 

如 图 6. 7(b) 所 示 ,902 Wi 个 边界 元 : 闻 点 为 P :上 > ws 其 中 三 ， 上 三 1 是 边界 
元 了 的 问 点 , 仍 以 uj，,g; 记 w 和 “在 P， 点 的 值 . 在 (5.10) 式 中 , 取 P= P;, 并 设 对 应 的 9 二 
C;, 仍 考虑 Laplace 方程 ,f 夺 0. 这 样 , 从 (5. 10) 式 可 得 

~ 9lnr ~ 9 
C,» uu; >») a ds > lnr., nd (5 17) 

如 果 在 每 段 I;(BIP,P ,+ ) 上 引入 局 部 坐标 了 对 应 P, 二 一 1]; 对 应 fi 一， 在 1 

上 , 设 w 及 分 别 是 线性 函数 , 则 在 上 有 


时 Ul 可 U1 
ul(é) [$1 | | gq(é) | 加 Wm k 
Us 他 2 
其 中 有 1 一 地 (1 一 和 ,pu 一 一 (1 十 名 . 这样,(5. 17) 式 中 第 一 项 积分 


| | [81,82] mids = [太志 J | 
r, j, 


~ 91nr. | 91nr.; 
rl 1 _ a zt ]. 
hs | he ds * hs; 人 = ds. 
同 理 
| 1n7- ee [gi » 83 1 | ee | Bilnridss gs: = | $2lnrids, 
i dn 02 D I; 


上 式 中 三 和 g2(CR 一 1,2) 的 积分 ,可 以 化 为 坐标 进行 计算 ， 
把 各 段 卫 的 积分 式 , 代 和 人 人 (5.17) 式 ,再 登 加 起 来 ,得 到 节点 z 上 上 的 方程 


Wl 01 
Ne | Ws 加 , U2 | 
Ct 十 [Ha ,万 ， sn" "oP 一 一 [Ga , (7;» sn" » CT ，| 由 人 1]18) 
HN UN 


其 中 每 个 互 ; 为 元 了 对 应 于 由 的 项 与 元 卫 ; 对 应 于 由 的 项 相 加 而 成 . Gy 也 类 似 . (5. 18) 
式 也 可 写成 


N 
Cm; 十 >H Hi;u; = > cm 9 
j=1 


es (2 3 7)s H;= 方 , 十 C， 


则 方程 (5. 18) 进 一 步 写 成 


Hu 一 一 Cd ， 
或 
N NN 
pe (5. 19) 
Fit j=1 


以 下 的 处 理 和 常数 元 情形 相同 . 

对 于 Poisson 方程 ,一 切 推导 仍 类 似 . 这 时 (5.9) 式 、(5. 10) 式 中 应 保留 | filnridzrdy 
项 ,此 项 一 般 可 由 数值 积分 公式 计算 . | 
5.3 数值 例子 


为 了 熟悉 边界 元 方法 的 计算 过 程 , 举 一 个 人 简单 的 例子 ,用 线性 元 计算 如 下 问题 
Au 二 0 VOI Ly 0 一 yy< 一 1， 
0 y= 0yl, 已 < 开 近 20， 
,二 一 加 Es V1 
如 图 8. 8, 对 节点 进行 编号 , 先 考虑 节点 1] 列 出 的 方 
程 ,从 (5. 10) 式 得 到 


Tn 9lnr | du], 
9 -一 | - lnr gn | ds (D5, 20) 


其 中 > 一 mw 一 (zs 十 %)E,Czyy) 为 M 点 坐标 ,ME a0. 
x (5. 20) 式 右 端 的 第 一 项 可 以 分 成 4 个 部 分 
可 9 
图 8.8 | ds — | 一 二 了 十 Ts 十 is 十 Tu， 


oan 
3 1 or | ] dr 
12 一 |， 了 中 一 jz 5d3y， 
9 Ar, z 
m= | ul rds= | We 
pr, rr on 2 rdy 
Pr 9 AYy, . 
m= 二 字 一 | Be = 村 
P， 三 oa 1 t 


上 面 和 及 1 等 于 零 , 是 因为 积分 式 中 的 法 癌 导 数 为 去. 下面 分 别 计算 Ts 和 nas , 汽 着 
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P;P; ,用 > 坐标 进行 计算 . 设 x 为 线性 搬 值 式 , 所 以 在 PP: 上 有 


2 一 〈] 一 y)zs yus (0 yE 1)，, 

r= (4 二 y:)3 (0 过 yy 志 1)， 
9 1 | : eh | | 
A (0 委 y 委 1)， 


1 
f= | [0 ya yu * 2(4 二 + vy ) dy 


一 U2 | arctan 上 一 ln(4 十 y ) | 十 xs | nd4 ty) | 


0. 24050ws 二 0. 22314u;. 
同 理 ,Ti 可 以 类 似 计 算 , 在 PP 上 有 


媒 一 十 6 3 )u (0 E .下 2) . 


2 7 
oh We ti 
区 一 (好 十 1 上 人 


所 以 有 


[= | [$m + (2 jl + Dd 


| 。 六 < 一 2 i 
一 于 | mcz 十 D| 。 zs 十 | arctanz 二 本 InkZ +1)| * Ua 


0. 40236us 十 0.70479w. 
(5. 20) 式 右 痪 的 第 二 项 为 
-| mr 5 = i Ys Ee 上 . 

其 中 

P, 可. - 器 
| nr 2 年 | lnz es = 

J P) on 0 an 

7 | 9 | 9z 
i |， lnr Ep ee nr gn dy 
_ Dn, 0 和 0 . 
1, 二 | “nr ds 一 | Inr 和 dz) 一 0U， 

P。 on J 2 adn 


ee Duds = | lnr A dy 
[= | lnr gn ds 一 nr gn dy)， 
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其 中 二 与 故 等 于 零 是 因为 边界 条 件 弛 一 0 之 故 . 以 下 设 g 为 | 只 ] 在 节点 ;之 值 (i 一 1， 
2,3,4). 
先 计算 Fa ;在 P,P3 上 有 


(gt r— (4+y)i, 
所 以 
Pha | md 十 y2) [(1— y)g: 十 ys]dy = 0.35651g; 十 0. 37550a93. 
同 理 , 在 P,P, 上 有 
了 一 (1 一 yJ)0I 十 4， r= Yy;, 


1 
和 | myra 一 y)9gl 十 ygy ]dy 三 一 0.759i 一 0. 2594. 


把 这 些 值 代 入 (5. 20) 式 ,得 到 
— 1.57080ui 十 0.24050wz 二 0.62550ws 十 0.70479wus 
二 0.75000gi 一 0.35651g;s 一 0.37550g; 十 0.25000g, = 0. 
同 理 , 分 别 在 节点 P,P 及 P, 上 做 类 似 计算 ,就 可 以 列 出 各 点 上 的 方程 . 我 们 用 憩 
1.57080 一 0.24050 一 0.62550 一 0.704791[ aa 
一 0.24050 1.57080 一 0.70479 一 0.62550 || za 
一 0.62550 一 0.70479 1.57080 一 0.24050 || zs 
一 0.70479 一 0.62550 一 0.24050 1.57080J|w 
0.75000 一 0.35651 一 0.37550 0.2500031[ 9 
一 0.35651 0.75000 0.25000 一 0.37550 || 9: 
|—0.37550 0.25000 0.75000 一 0.35651 || 。 | 
0. 25000 一 0.37550 一 0.35651 ”0.75000J| og, 
再 利用 边界 条 件 wi 二 ww 二 一 1 ,ws 二 wi 二 1 ,得 到 
0.75000 一 0.35651 一 0.37550 0.250001[ 9 一 1.73201 
一 0.35651 0.75000 0.25000 一 0.37550 || 9， 1.73201 
一 0.37550 0.25000 0.75000 一 0.35651 || 9; 1.73201 | 
0.25000 一 0.37550 一 0.35651 0.75000」vw | (1.73201 


解 此 方程 ,可 得 


忆 1 一 Aan i .OOO000, LF 一 an 六 QO0000,， 
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7 du 


gs 一 辐 ) = 1.00000， gq = 辣 ) 二 一 1. 00000. 

它 与 问题 的 准确 解 是 相符 合 的 . 奋 要 求 出 2 内 zx 的 值 ,可 用 上 一 小 节 的 方法 . 

从 这 个 例子 可 以 看 到 ,边界 元 方法 所 用 的 节点 数 比 起 有 限 元 方法 来 是 较 少 的 . 但 是 得 
到 的 代数 方程 组 ,其 矩阵 一 般 是 非 稀 疏 的 . 上述 例 子 就 是 4X4 的 满 矩 阵 . 而 有 限 元 方法 得 
到 的 和 矩阵 是 稀 玲 和 矩阵 . 

边界 元 方法 还 可 以 使 用 二 次 元 或 更 高 阶 的 元 ,我们 就 不 作 介绍 了 . 目前 边界 元 方法 在 
固体 力学 ,多 孔 介 质 中 的 流动 等 多 方面 都 得 到 广泛 的 应 用 . 也 可 以 把 有 限 元 方法 与 边界 元 
方法 结合 起 来 使 用 . 


6 多 重 网 格 方法 


以 上 各 草 摘 述 了 用 差分 方法 和 有 限 元 方法 在 一 种 固定 的 庆 分 形成 的 网 格 上 ,将 微分 
方程 线性 边 值 问题 化 为 线性 代数 方程 组 求解 . 多 重 网 格 法 (multi-grid methods) 催 称 MG 
方法 , 它 考 不 一 系 列 ( 从 粗 到 细 ) 的 网 格 , 对 应 系列 的 方程 组 ,它们 未 知 数 的 数目 各 不 相同 
(从 少 到 多 ). 一 般 用 迭代 法 求解 ,而 且 在 各 方程 组 之 间 进 行 适当 的 苇 换 . 这 种 MG 方法 在 
20 世纪 70 年 代 中 期 就 有 了 三 沁 的 应 用 和 不 断 的 发 展 , 成 为 行 之 有 效 的 方法 . 这 里 我 们 介 
绍 最 基本 的 思想 和 最 基础 的 计算 方法 ,至 于 一 些 特 殊 的 应 用 和 有 关 的 数学 理论 分 析 , 有 兴 
趣 的 读 痢 请 参阅 有 关 参 考 文献 (例如 文献 L151). 


6.1 模型 问题 ,迭代 法 的 分 析 
6.1.1 一 维和 二 维 的 模型 例子 
例 6. 1( 一 维 模型 ) 边 值 问 题 


du z 
本 f(x) 而 0 < i ] ， (6. 1) 
\u(0) = 0， u(l) = 0. 
引入 均匀 网 格 的 序列 {0 }， mm 二 0,1,2,…,M. 0 的 网 格 长 度 h, 一 97, 则 有 


{ln = {x | 并; = hn 一 1 ,2 ,nn}, 
其 中 
71， 一 2 叶 一 1 一 /一 1. 
称 2 为 第 m 层 的 网 格 , 相 邻 两 层 网 格 长 度 
h», = Zhmn. 
在 Q2; 内 ,我 们 用 通常 的 中 心 差分 格式 代 车 二 阶 导 数 , 得 到 代数 方程 组 
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Luu, = f,,， (6. 2) 


YY 
| 


、 TT 、 工 
UU, 一 (Um,1 lis ?mn ) 3 js -> La .i Bh ) 9 


2 一 1 
= 
Lo 一 二 0 CE Re 
—1 2 一 1 
-1 2 


例 6.2( 二 维 模型 ) 边 值 问 题 
|, g(rTsY) . (Ey EE oI0, 


(6. 3 


其 中 Q=={ (zx,y) 10 二 zx,y 二 1} ,30 为 其 边界 . 仍 设 jw 一 7T, 引 入 网 格 系列 {02,} ,其 中 


(一 【(ziyyi) zx; = 祖 n， y= jhns 一 1,2 ,2™ — 1}. 
在 Q2, 内 用 通常 的 五 点 差分 格式 近似 ,得 到 代数 方程 组 
Lu = fn 
其 中 国 ,f， 是 (2”! 一 1)? 维 的 问 量 ,L, 是 (2”!' 一 1)? 阶 矩阵 . 当然 ,用 九 点 差分 格式 也 
可 以 列 出 代数 方程 组 . 


6.1.2 网 格 方程 迭代 法 的 分 析 


对 例 6. 1 进行 分 析 . 虽然 容 多 用 下 接 法 求解 方程 组 (6. 2) ,但 是 因为 可 以 利用 "上 一 
层 ” 方 程 组 L141 二 fw-1 的 解 us-1, 再 补 上 硅 干 分 量 作为 (6.2) 式 解 wu, 的 近似 值 ,我们 
宁可 用 壕 代 法 来 求解 方程 组 (6.2), 这 也 符合 更 复杂 的 情况 . 经典 的 迭代 法 有 Gauss-Seidel 
法 ,SOR 法 等 ,我们 选择 最 容易 表述 的 Jacobi 迭代 法 进行 分 析 , 有 关 的 基本 理论 可 参考 文 
献 L2 |. 

记 也 , 为 (6.2) 式 中 系数 矩阵 上 L, 的 对 角 线 部 分 , 即 ,= 王 212 工 了 工 是 2 阶 单位 矩阵 . 

记 

L, = D,.,.—B,,，, 
解 (6.2) 式 的 Jacobi 进 代 法 就 是 
ud) = Di! (Bnu®? + f,) 
us = ut — DD» (La ut? — f,), 
式 中 Lu 一 了 称 为 对 应 wu; 的 亏 量 ( 余 量 的 反 号 ). Jacobi 迭代 收敛 的 充分 必要 条 件 
是 oC(I 一 Di1L,)<=1. 
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-种 称 为 阻尼 Jacobi 法 (或 Jacobi-o 法 ) 的 迭代 法 


{jo12 ji) —] Cj) , 
us = us — OD (Loaus — fn), 


其 中 9 是 可 调整 的 参数 ,0 二 90 三 1. 因为 


BR hl ， 


下 面 骨 分析 


< 
0 <i. 


阻尼 Jacobi 进 代 公式 写成 


(有 1) (六 2 ti .| 
WD = wu wh Lu — fn)) 


这 个 迭代 法 收 钱 的 充 要 条 件 是 po(I 一 wh3L;) 三 1. 它 的 迭代 和 窍 阵 为 
I—whL, = I1—w(2I— Ss), 


(6, 4) 
其 中 和 矩阵 


1] 0 
S 的 特征 值 是 2cos ghanopg =1,2, ,Nn (在 本 书 第 2 音 和 本 曹 第 4 节 都 有 讨论 ). 所 以 友 
代 和 矩阵 工 一 oj 工 。 的 特征 值 是 
户 一 271 ， 


As(w) = 1 一 4wsin’ 人 
对 应 的 特征 回 量 是 

eh 一 V28 (sing TAR ) ,sin(2 pg rh) ,** 
这 是 一 个 线性 无 关 的 回 量 组 . 

为 了 便于 分 析 , 取 wo 一 二 和 w 一 的 两 个 例子 (其 
情形 ). 迭代 矩阵 的 特征 值 为 
[二 ]= 1 一 sin’ (an. ， 去]= 1 一 2sin’ [pn : 3 ) 
其 中 py 二 1,2,…,n,, 即 py hh. 以 ph 为 横 坐 标 ,为 纵 坐 标 作 特 征 值 
的 图 形 ,如 图 8. 9. 

和 迭代 法 的 收敛 率 决 定 于 po(GI 一 oj 工 。) 一 (wo) ,而 


Ai [去 )= 1 — 2sin’ (xha ) 一 ] 一 Chm) 十 OCR ) ， 


* ,SIN (nim £4 nh ))! ' A 一 | Wp 


就 是 普通 的 Jacobi 迭代 的 


| 一 


=h sh ,""*»1 
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图 8.9 


Al (二 )= ] 一 sin (xha) = 二 二 (xj 十 OCR )， 


所 以 , 当 w 一 去 时 ,| 总]=1, 送 代 收 敛 是 很 慢 的 ,而 w 一 寺 时 收 仇 更 慢 ,所 需 迭 代 次 数 大 
约 是 w 一 时 的 两 信 . 


设 友 代 法 解 方程 组 (6.2) 的 初始 回 量 是 uw ,其 初始 癌 量 的 误差 是 Ww 一 wm， 按 特征 问 


量 展 开 为 
如 mm 
Us 一 Wn 一 > ares i 
k=1 


迭代 v 步 后 ,误差 同 量 成 为 


Ei 
ni 
uD — un = (IT— hsLa) Cu — un) = 2 Bes, 


k=1 
其 中 
(vy) — “YY Yr 一 一 a l = 时 师 pr 了 
Bs Op [Ap bw) | . - Ls ?2h 1 ,357 s "hh jw 


现在 固定 观察 m= 地 的 情形 ,对 应 于 误差 向 量 中 pp 一 元 -,…, 产 一 1 的 “高 频 分 量 ”, 因 为 


2 (二 二 去 ,所 以 每 交代 .次 ,误差 向 量 中 这 部 分 分 量 至 少 衰 减 一 半 . 而 对 于 误差 向 量 


中 pp 一 1,…, 芭 -一 1 的 “低频 分 量 ", 有 |2, [十] > 去, 每 次 适 代 这 部 分 分 量 训 减 较 慢 ,其 


2 
中 最 慢 的 是 第 1 个 分 量 . 所 以 。== 了 时 总 体 收敛 慢 恰 恰 是 由 于 低频 分 量 的 性 质 引起 的 . 也 
就 是 说 ,对 低频 部 分 


Be Xap 
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Br” | < ay 

图 8. 10 分 别 表 示 初 始 误 差 向 量 和 壕 代 v 次 后 误差 向 量 的 典型 的 一 个 低频 分 量 和 一 
个 高 频 分 量 . 可 以 想象 ,在 一 个 固定 网 格 上 和 迭代 求解 方程 组 (6. 2) ,迭代 v 次 的 效果 不 是 使 
得 | zw 一 本 | 比 趾 ww 一 uw 小 很 多 ,而 是 使 得 wy? 一 wu 比 ws 一 wu 更 加 “光滑 ”, 所 以 称 
迭代 法 (6.4) 为 光滑 迭代 . 它 是 压缩 高 频 分 量 的 有 效 方法 ,只 是 对 于 低频 分 量 (原本 已 经 比 
较 光 滑 ) 收 敛 性 才 不 太 好 . 因此 自然 会 考虑 把 光滑 迭代 和 男 一 种 能 够 衰减 误差 向 量 低频 分 
量 的 方法 结合 起 来 . 如 果 考 虑 两 层 网 格 0, 和 0,,;1 ,注意 到 细 网 02;,;1 上 误差 向 量 的 低频 
分 量 正好 对 应 粗 网 02;, 上 的 分 量 ( 包 括 2。 上 高 频 分 量 ) ,而 0Q2,+41 的 高 频 分 量 不 对 应 02;, 上 
的 分 量 . 故 可 以 将 两 层 网 格 一 并 来 考虑 . 


{ 氏 策 二 
一 一 一 一 
低频 高 同 低频 + 高 晤 


6.1.3 两 层 网 格 方程 组 的 联系 


对 网 格 厅 列 {02;,}m=o ,我 们 的 目的 是 在 “最 细 ” 的 网 格 Qw 求解 方程 组 Luu 二 fu. 为 
了 下 面 的 讨论 ,分 析 第 mx 层 和 第 双 十 1 层 网 格 上 的 方程 组 
FS OP 
注意 wu 和 w+ti1 的 维 数 是 不 同 的 ,在 一 维 情形 ,后 者 约 为 前 者 的 2 倍 , 二 维 情形 约 为 4 售 . 
假设 我 们 求 出 了 回 量 wu,, (或 其 近似 ) ,可 以 用 适当 的 方法 补充 一 些 分 量 , 得 到 wi 的 近似 
向 量 w+1, 令 
Wntl 一 Un 一 Wn , 
这 称 为 uw+1 的 “校正 量 ”, 这 是 因为 uw+1 加 上 校正 量 就 是 准确 解 wri. 记 
Tmt 一 LWwnn = 一 二 0 

这 称 为 方程 组 对 应 于 w+i 的“ 余 量 ”, 一 rw+i 则 称 为 “ 亏 量 ”. 如果 ri 二 0, 则 w+i 二 0， 
un+1 就 是 第 m 十 1 层 方程 组 的 准确 解 ,当然 这 很 难 直接 实现 . 这 使 我 们 可 以 产生 一 个 想 
法 : 从 第 m 层 方程 组 的 解 向 量 ( 或 其 近似 ) 得 到 第 m 十 1 方程 组 的 一 个 近似 解 ui1 ,再 计 
算 rm+i 二 fm+i 二 1, 然 后 求解 方程 组 


Lt Wootl 一 Tmtl 
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当然 ,求解 这 个 方程 的 难 多 程度 和 求解 Liiuw+i 二 fm+i 的 难 多 程度 是 相同 的 ,但 是 多 重 
网 格 方法 有 男 外 的 考虑 . 作为 理想 的 情况 ,如 能 解 出 w+1 ,再 令 

Hmtl 一 本 十 Wt 
就 是 第 m 十 1 层 的 准确 解 , 它 的 某 些 变 化 情况 也 可 作为 近似 解 . 这 些 原理 性 的 讨论 将 融入 
下 面 多 重 网 格 方法 的 设计 中 ， 


6.2 二 重 网 格 方法 
这 里 讨论 两 层 网 格 Q2; 和 0Q2;41 上 方程 组 的 计算 ,网 格 长 度 ,二 2h,;+1, 称 


粗 网 方程 Lun 二 ff，， [人 
细 网 方程 : 了 +IMn+lI 一 +1. 《6. 6) 
二 维 粗 网 和 细 网 上 网 格 点 的 分 布 如 图 8. 11 所 示 . 加 。 , 
6.2.1 粗细 网 上 函数 值 的 转移 AR ? 细 网 节点 


: : : lo oo 上 加 5 加 口 粗 网 市 点 
记 v2; 和 v4i1 分 别 是 0Q;, 和 2 上 和 定义 的 图 数 ,在 


一 维 情 形 ,它们 分 别 是 n,, 维和 nn);1 维 的 问 量 . 

如 条 已 知 ww+i, 则 可 以 作 细 网 CO。 到 粗 网 CO。 的 
限制 算 子 1%;1 , 它 作 用 到 w,,;1 上 得 到 vw, 的 值 

= J Ws 

具体 的 限制 方法 可 以 是 直接 上 映射 或 加 权 平 均 方法 . 

直接 映射 ”因为 02; 的 网 格 点 也 是 Ci 的 网 格 点 , 令 

ozyy) = Vann Ty), V(r,y) EQ, 

(对 一 维 情 形 只 有 xz 变量 ). 

加 权 平 均 在 一 维 情形 

vn(z) = I [on — hen) +2omn CT) + oan(r+ han)], VzrE OQ,., 


可 以 简 记 权 系数 为 了 [1， 2， 1]. 


在 二 维 情 形 , 可 以 九 点 加 权 平 均 或 五 点 的 加 权 平 均 , 其 系数 是 
1 2 1 0 2 0- 
1|，。4 2| 或 工 ? 8 2 
16|” 16| | 
1 2 1 0 2 0. 


如 果 已 知 w ,可 以 作 粗 网 Q,, 到 细 网 Qi 的 延 拓 算 子 2*"!, 它 作用 到 w,, 上 得 到 ,i 
的 值 


四 FE 
| je i 
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延 拓 的 方法 一 般 是 插值 . 对 一 维 情 形 ,最 曾 单 情形 可 以 作 分 段 线 性 插值 :VX E0411， 
Tp (i) ' Pr EC ER . 
Vnri(X) = |] . ee | 
可 LVCZ 一 Pa ) 二 wv(zr 二 ham) | ， > = 二 4 
对 二 维 情形 , 则 可 作 双 线性 插值 或 双 二 次 插值 等 . 
6.2.2 二 重 网 格 上 的 一 个 循环 


我 们 的 目的 是 解 细 网 方程 组 (6.6). 假 设 已 经 有 了 zs+i 的 一 个 近似 解 
ut 人 Lh fnti; 
按 以 下 步骤 可 以 得 到 一 个 进一步 的 近似 解 四 他. 
第 1 步 ”以 wus 为 近 代 初 值 ,对 方程 组 (6.6) 迷 代 vw 次 (可 以 是 Jacobi-w 进 代 ,或 
SOR 等 , 称 松弛 vw 次 ) ,结果 记 为 
wi = Relaz (ws 六 
这 也 称 为 光滑 迭代 ,这 是 因为 迭代 后 
Wtl = Un — Um 
比 wr — wu 1 更 加 光滑 . 这 里 中 二 Ww 十 Wnti? 所 以 w+1 是 了 H 的 一 个 校正 量 . 
第 2 步 ” 余 量 计算 
Fr Hi 一 一 上 HEAD。 
rm+1 是 方程 组 (6.6) 对 应 w+1 的 余 量 ,一 r+ 也 称 亏 量 . 
匈 见 校正 量 满足 
lad We = Lm 
这 是 一 个 和 (6.6) 式 同样 形式 的 方程 组 ,求解 的 难 多 程度 古 相 同 的 ,但 wi 是 光滑 处 理 后 的 
半数 , 它 比 wii 更 易于 通 近 . 因 02,,41 上 误差 的 低频 分 量 对 应 02,, 上 的 高 频 分 量 ,为 求解 (6.7) 式 ， 
我 们 改 在 粗 网 上 求解 对 应 (6.7) 式 的 方程 组 , 粗 网 上 的 迭代 更 易 收 敛 . 所 以 有 下 面 的 步骤 . 
第 3 步 ” 余 量 限制 
i MY 
第 4 步 解 粗 网 方程 组 
EW (6.8) 
先 设 得 到 (6. 8) 式 的 准确 解 w, 二 La r，, 它 是 在 Q;, 上 定义 的 靖 数 . 下面 再 回 到 细 网 Qi. 
第 5 步 ”校正 量 延 拓 


PE 


WarH 一 I”™iw,,. 
得 到 的 是 校正 量 w+1 的 一 个 近似 , 即 方程 (6.7) 的 一 个 近似 解 . 
第 6 步 粗 网 校正 


PH = Ui Wnt, 
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这 是 将 通过 粗 网 计算 得 到 的 近似 校正 量 wi 加 到 ji ,作为 一 次 校正 . 
第 7 步 后 光滑 迭代 : 以 ws1 为 初 值 ,再 对 方程 组 (6.6) 做 vo 次 松弛 迭代 , 记 为 
u™™ = Relax® (un ;Las fm). 


经 过 以 上 各 步 ,我 们 从 (6. 6) 式 的 一 个 l ee 
近似 解 vd 得 到 一 个 新 的 近似 解 we ,完成 ou 八 Wi RN 
了 二 重 网 格 方法 的 一 个 循环 . 这 个 过 程 可 以 人 : 
简单 地 用 图 8. 12 来 表示 . 过 程 中 准确 求解 方 。 oo。 口 7 
程 组 是 在 2。 上 进行 的 ,工作 量 比 在 Q。 ,上 nn 


求解 大 大 地 减少 了 . 而 在 Q,; ;上 只 进行 光滑 图 8.12 

达 代 ,一般 和 v 取 为 1,2 或 3 次. 这样 的 

循环 继续 做 下 去 便 是 一 个 二 重 网 格 方 法 的 过 程 . 在 一 维 模 型 的 情况 下 ,可 以 证 明 二 重 网 格 
方法 的 收敛 性 ,收敛 是 相当 快 的 . 在 很 多 情形 可 以 推广 到 多 维 . 


6.3 多 重 网 格 方法 
6.3.1 多 重 网 格 的 一 个 V 循环 


以 上 描述 的 二 重 网 格 方 法 ,在 粗 网 上 要 精确 地 解 方 程 (6. 8) ,这 显然 不 是 必要 的 ,因为 
由 w,, 得 到 w,。 ;也 只 是 wa 的 一 个 近似 . 而 且 ,特别 在 高 维 情形 ,准确 求解 (6. 8) 式 往往 也 
是 不 现实 的 . 

设 网 格 系列 142,。} ,2 一 0,1,…，,M. 我 们 最 终 目 的 是 解 最 细 网 格 Qwv 上 的 方程 组 .可 以 
将 “松弛 -限制 ?的 步骤 从 m 二 MM 开始 和 逐 层 重复 进行 ,一 直到 最 粗 的 网 格 (02. 在 其 上 准确 求 
解 方程 组 Luwo 王 roCw 的 分 量 数目 最 少 ) ,然后 将 " 延 拓 -松弛 ?的 过 程 逐 层 向 更 细 网 格 进 
和 
环 . 经 过 这 些 步骤 从 CQw 上 方程 组 一 个 近似 解 gd 得 到 一 个 新 的 近似 解 ww 


上 日 近似 uo 新 近似 pe” 
2 - a 松弛 
S21 OO O 限制 


0 
0, Q O Dd 延 拓 
L] 精确 求解 


图 8.13 
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oe 
准确 求解 《oo 


旧 近 似 ww 新 近似 =p+ ww 


I uo =INT(u, 1, m) 


| 于 
m= M. Wy : m— J 


VW Vi , ， 
HH， 一 Relax (Ww,, L,, ",) Ww 一 Relax :2(w L r ) 


mi mn 


,二 -| 
—L, Wl HA, MGI (a ,Ls fn) 


产 一 7 一 | (r I / 
型 一 ] nm nm nm rr = ff —L 7 


YY 人 - 
> 八 确 求 钥 ”Lowo=ro 


图 8.14 图 8.15 


6.3.2 ”完全 的 多 重 网 格 方法 


将 上 面 描述 的 多 重 网 格 V 循环 重复 进行 ,可 以 在 最 细 网 格 上 得 到 满足 精确 度 的 解 ， 
但 是 一 开始 时 要 知道 最 细 网 格 方程 组 的 一 个 近似 值 . 我 们 描述 一 个 从 最 粗 网 格 准确 解 开 
始 的 完全 的 多 重 网 格 (FMG) 方 法 ,如 图 8. 15 所 示 . 图 中 INT(w_1,m) 表 示 02,_1 上 函数 
u,_1 做 插值 ,得 02,, 上 的 函数 wu. MGI(wii!,L,，,f,) 表 示 图 8. 13 所 示 为 一 个 多 重 网 格 V 
循环 过 程 . 

以 上 描述 的 是 一 维和 二 维 线 性 问题 的 多 重 网 格 方法 的 原理 ,这 都 是 以 模型 问题 为 例 
进行 分 析 的 . 一 些 理论 结果 没有 叙述 ,如 收敛 性 等 .更 复杂 
的 问题 ,如 其 他 边 值 问题 ,不 同 的 迭代 方法 的 分 析 ,以 及 应 AN / 
用 到 非 线 性 问题 等 方面 ,请 参阅 有 关 文 献 ( 例 如 文献 L151]). 9 本 
至 于 多 重 网 格 技术 的 本 身 , 除 了 上 面 描述 的 V 循环 外 ,还 可 ~、/A\/ 


以 有 如 图 8. 16 所 示 的 W 循环 以 及 更 复杂 一 些 的 技巧 . 图 8 16 
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1. 对 抛物 型 方程 的 定 解 问题 
du gz ER 


9t Aaxr? 
uw | :=。 I tu a 一 2 十 tt， 


u ii 一 也 
将 0 委 z 委 2 分 为 两 个 线性 元 , 令 At= 王 1, 试 求 上 1 和 z+ 二 2 上 各 节点 的 近似 值 . 


2. 试 讨论 双 曲 型 方程 定 解 问题 
2 2. 
Au _ gu (0= tC 1,t > 0), 


EE 


u | 一 9 (1) ,uu le 一 pz(t) ， 


u lo = fi(z) ,| , = ft) 


的 有 限 元 离散 方法 . 
3. 将 本 章 式 (3.5),(3.6) 的 例子 ,用 3 个 线性 单元 进行 计算 . 


4. 用 两 个 线性 单元 计算 如 下 的 非 线 性 两 点 边 值 问题 


d , du x ee | 
a = (D1) 


(所 过 到 的 非 线 性 方程 组 可 用 Newton-Raphson 方法 求解 .) 
5, 硅 A,B 均 为 n Xn 对称 正 定 矩 阵 , 试 列 出 特征 值 问 题 Ax 二 XABx 的 变 分 形式 及 特征 


wl) == 1. 


值 的 极 值 性 质 . 


6. 试 讨论 特征 值 问 题 


[. la = 0 
的 变 分 形式 . 


7. 对 特征 值 问 题 
中 


u(0) =0, ww (1 )=0 
用 有 限 元 方法 列 出 相应 的 矩阵 特征 值 问 题 ,其 中 p。 为 第 数 . 
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8. 边 值 问题 
二 Yercos Ey, (x,y) En 


gu 


3 oo 


y=0,0. 4 


其 中 

N= {zy) |0<z,y C0.4} 
按 平 行 坐 标 轴 的 直线 及 平行 于 区 域 2 对 角 线 工 十 y= 二 0.4 的 斜 线 均匀 地 将 区 域 剖 分 为 直 
角 三 角形 单元 的 并 ,用 线性 有 限 元 方法 作 多 重 网 格 方法 计算 (至 少 含 4 层 网 格 ). 与 准确 解 


u(x Y) 一 Sln 7 COS 2 比较 . 


ADI 格式 78 


Beam-Warming 格式 5] 

Burgers 方程 135 

八 节 点 四 边 形 等 参数 单元 。 226 

半 离 散 方法 236 

边界 斑点 14 

边界 点 uf 

边界 条 件 5 

边界 元 方法 256 

边 值 问题 。 5 

变 分 不 等 方程 241,243 

变 分 问题 。 157,236 

变 系数 方程 56,114 

标准 单元 211 

波动 方程 3,60 

不 完全 的 双 二 次 插 伍 223 
C 

Cauchy-Riemann 方程 组 2 

Courant-Friedrichs-Lewy 条 件 49,50 

Courant 条 件 49 

Crank-Nicolson 格式 78 ,90 

C.F.L 条 件 49 

插值 270 

差分 方程 15 

差分 格式 15 

差分 格式 的 收敛 性 23 

差分 格式 的 相 容 性 22 


差分 算 子 31 
初 边 值 问 题 5 
初始 条 件 5 
传 热 方程 3 

D 
公式 80 


Dirichlet 边界 条 件 了 
Douglas-Gunn 格式 129 


5| 


Douglas 格式 124 
Du Fort-Frankel 格式 91 
单元 186 


单元 刚度 矩阵 190 ,202 
单元 荷载 癌 量 190 ,203 
等 参数 单元 224,226 


等 参数 变换 。 226 
“冻结 系数 ”方法 58 


定常 情形 4 
定 解 条 件 5 
定 解 问题 5 


对 称 双 曲 型 方程 组 54,76 
对 称 双 线性 泛 孙 164 
对 流 方程 4 
对 流 扩 散 方 程 4,103 
对 流 占 优 扩散 问题 104 
多 层 差分 格式 pe 
多 重 网 格 法 264 

EK 
e 上 的 线性 插值 基 郴 数 199 
e 上 的 形 晒 数 199 
Engquist-Osher 格式 85 


Euler 方程 157,159 
二 次 沁 函 159 
二 阶 拟 线 性 方程 


二 阶 中 心 差分 20 
二 维 Beam-Warming 79 
二 维 定 第 ,绝热 ,无 旋 及 年 烂 流 
F 
Fourier 变换 12 
Fourier 道 变换 12 
Fourier 积分 公式 10 
学 图 156 
分 数 步 长 法 74 
GG 
Galerkin 变 分 问题 166 
Galerkin 方法 174 


2 


刚度 和 矩阵 238 
共振 和 傈 载 248 
共振 频率 248 
光滑 迭代 268,270 
广义 解 166,173 ,236 
广义 解 问 题 236 

H 
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截断 误差 的 主 部 。 20 
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局 部 一 维 格式 74,124 
局 部 坐标 211 


和 矩阵 方法 37 
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绝对 稳定 37 
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Laplace 方程 2 
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内 点 97 
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Pp 
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P-R 格式 123 
抛物 型 方程 6 
配置 法 180 
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权 余 量 方法 179 
全 离散 方法 238 
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Rayleigh 商 162 ,248 
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Ritz 方法 174 
弱 解 81,166,173 
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三 层 格式 22 

三 层 隐 式 格式 94 
箭 不 等 式 81 

灯 条 件 81 

试探 函数 空间 175 
时 间 步 长 13 

收 敏 的 23 

守恒 律 80 

守恒 形式 80 

守恒 型 差分 格式 84 


123 


240 


数值 边界 处 理 69 
数值 通 量 84 

适 定 的 5 

双 调 和 方程 4,15] 
双 二 次 插值 222 
双 曲 型 方程 6 


双 曲 型 方程 组 8,54,76 


双 线 性 插值 。 221 


双 线 性 泛 阴 ”164 
特征 方程 6,9 
特征 方 回 6 

特征 图 数 246 


特征 曲线 6,9 
特征 形式 55 
特征 振动 248 
特征 值 246 


条 件 稳定 37 
调和 哺 数 2 
跳 点 法 96 
跳 点 格式 127 
跳 贱 条 件 81 
椭圆 型 方程 6 


椭圆 型 方程 组 8 


本 和 矩阵 12 


von Neumann 条 件 


V 循环 | 
W 循环 272 
蛙 跳 格式 52 
网 格 比 15 
网 格 点 13 
网 格 线 13 
稳定 的 ea 
稳定 性 25 


无 条 件 不 稳定 97 
无 条 件 稳定 37 
五 点 差分 格式 139 


稀 朴 波 82 


引 


显 式 格式 
线性 泛 郴 
限制 算 子 

问 后 差分 

癌 后 差分 格式 
向 前 差分 

癌 前 差分 格式 
相 容 的 ”23 
形 肾 数 答 阵 
修正 中 心 显 式 
虚 功 原理 


延 拓 算 子 
严格 双 曲 型 方 
依赖 区 域 
一 阶 拟 线 性 方 
隐 式 格式 
迎风 格式 
有 限 差 分 方程 
有 限 体 积 法 
余 量 179 
约束 边界 条 件 
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增长 因子 
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直接 方法 
直接 映射 
指数 型 差分 格 
质量 矩阵 

中 心 差分 

中 心 差分 格式 
重 调 和 方程 
子 区 域 配 置 法 
目 然 边界 条 件 
总 刚度 矩阵 
总 何 载 器 量 
阻尼 Jacobi 法 
最 小 二 乘法 
最 小 势能 原理 
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19 
90 


199 
格式 106 
166 


269 
程 组 ” 8,54 
8,49 
程 组 8 
18,111 
45 

15 

18,116 


165 
Pf 
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